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Introdução

No estudo de várias equações diferenciais parciais evolutivas e eĺıpticas, os chamados

espaços de Sobolev, Wm,p(Ω), desempenham um papel central na definição de solução

fraca e ainda na implementação de métodos variacionais. Esses são formados pelas funções

de Lp(Ω), onde Ω ⊂ RN é um domı́nio regular, com derivadas distribucionais até ordem

m geradas por funções que também pertencem a Lp(Ω). Esse é o caso de importantes

equações como a Equação de Laplace, Poisson, Schrödinger, Dirac, etc. Entretanto, um

grande número de problemas na f́ısica e no processamento de imagens digitais, requerem

a introdução de um espaço de funções que permita a existência de descontinuidades em

seus elementos.

Vejamos um exemplo que nos ajude a entender melhor essa questão. Consideremos o

problema de curvatura média prescrita dado por
−div

(
∇u√

1 + |∇u|2

)
= f(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(0.1)

onde Ω ⊂ RN é um aberto com fronteira suave e f é uma função dada. Uma solução fraca

de (0.1) é dada por u ∈ W 1,1
0 (Ω), tal que∫

Ω

∇u∇v√
1 + |∇u|2

dx =

∫
Ω

f(x)vdx, ∀v ∈ W 1,1
0 (Ω).

Pode-se provar que o funcional de Euler-Lagrange associado a (0.1) é Φ : W 1,1
0 (Ω) → R

dado por

Φ(u) =

∫
Ω

√
1 + |∇u|2dx−

∫
Ω

f(x)udx.

Além disso, segue que Φ ∈ C1(W 1,1
0 (Ω)) e

Φ′(u)v =

∫
Ω

∇u∇v√
1 + |∇u|2

dx−
∫

Ω

f(x)vdx, ∀v ∈ W 1,1
0 (Ω).
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Vamos pensar na situação geométrica mais simples posśıvel para Φ, a saber, quando

|f |∞ é pequeno o suficiente. Nesse caso, Φ é coercivo e limitado inferiormente. Logo,

o natural seria procurar por pontos cŕıticos de Φ através de resultados de minimização

global. Seja

α = inf
u∈W 1,1

0 (Ω)
Φ(u)

e (un) ⊂ W 1,1
0 (Ω) uma sequência minimizante para Φ. Pela coercividade de Φ, temos

que (un) é limitada. Entretanto, como W 1,1
0 (Ω) não é reflexivo, não podemos extrair

de (un) uma subsequência que convirja na topologia fraca para um elemento de W 1,1
0 (Ω).

Supondo que Ω seja limitado e usando a compacidade da imersão W 1,1
0 (Ω) ↪→ L1(Ω),

temos que existe u ∈ L1(Ω) tal que, a menos de subsequência

un → u em L1(Ω).

Naturalmente nosso candidato a mı́nimo global para Φ é u. Porém, cabe a seguinte

pergunta:

u ∈ W 1,1
0 (Ω)?

Isso seria verdadeiro se o funcional u 7→
∫

Ω

√
1 + |∇u|2dx fosse semicont́ınuo inferiormente

em W 1,1
0 (Ω), com respeito à topologia de L1(Ω). Se esse fosse o caso, seguiria que

u ∈ W 1,1
0 (Ω) e ainda que

α ≤ Φ(u)

= Φ0(u)−
∫

Ω

f(x)udx

≤ lim inf
n→+∞

Φ0(un)− lim
n→+∞

∫
Ω

f(x)undx

= lim inf
n→+∞

Φ(un) = α.

Portanto, na hipótese de tal semicontinuidade inferior valer, u seria um minimizante

global de Φ e, assim, um ponto cŕıtico. Entretanto, u 7→
∫

Ω

√
1 + |∇u|2dx não é

semicont́ınuo em W 1,1
0 (Ω), com respeito à topologia de L1(Ω). De fato, considere por

exemplo a sequência (vn) ⊂ W 1,1
0 (Ω), onde

vn =


0, 0 ≤ x ≤ 1− 1/n,

n(x− 1) + 1, 1− 1/n ≤ x ≤ 1,

2− x, 1 ≤ x ≤ 2.
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Note que trata-se de uma sequência limitada em W 1,1
0 ((0, 2)) e tal que vn → v em

L1(0, 2), onde

v(x) =

 0, 0 ≤ x < 1,

2− x, 1 ≤ x ≤ 2.

Entretanto v 6∈ W 1,1
0 (0, 2). Esse fato deixa claro que é necessário tratar o problema (0.1)

em um espaço maior do que W 1,1
0 (Ω). Esse espaço é o chamado espaço das funções de

variação limitada, BV (Ω), formado pelas funções de L1(Ω), para as quais as suas derivadas

distribucionais de primeira ordem são geradas por medidas de Radon, isto é

BV (Ω) = {u ∈ L1(Ω); Du ∈M(Ω,RN)}.

O espaço BV (Ω) é um espaço de Banach o qual tem muitas propriedades em

comum com os espaços de Sobolev usuais, como resultados de densidade de funções

suaves (com respeito a uma topologia adequada), de imersão cont́ınua e compacta em

espaços de Lebesgue, existência de traço, etc. Devido a isso e também ao fato de ser

esse o espaço adequado para tratar variacionalmente problemas envolvendo operadores

muito importantes nas aplicações, como o operador de curvatura média e o operador

1−Laplaciano, ∆1u := div(∇u/|∇u|), esse vem sendo cada mais explorado.

No que diz respeito a problemas envolvendo o operador 1−laplaciano, a primeira

dificuldade que surge é relacionada à definição do que vem a ser uma solução.

Consideremos o problema −div

(
∇u
|∇u|

)
= f(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

(0.2)
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Uma vez que as soluções de (0.2) são elementos de BV (Ω), Du e |Du| são medidas de

Radon vetorial e escalar, respectivamente. Assim, o quociente Du/|Du| não está bem

definido e, por isso, o conceito de solução fraca não se aplica a essa classe de problema.

Como alternativa, grosso modo, pode-se argumentar de duas formas diferentes (em vários

casos equivalentes) para se definir razoavelmente o que vem a ser uma solução de (0.2).

Uma vez que o funcional energia associado a problemas desse tipo, se escreve como a

diferença entre um que é localmente lipchitziano e um de classe C1, pode-se utilizar a

teoria de subdiferenciais de Clarke (ver [12, 14]), de modo que uma solução de (0.2) pode

ser vista como uma função u ∈ BV (Ω), tal que

‖v‖BV − ‖u‖BV ≥
∫

Ω

f(x)(v − u)dx, ∀v ∈ BV (Ω).

Em geral, esse tipo de solução é encontrada através da aplicação de métodos variacionais,

ao funcional energia associado ao problema. Esse tipo de abordagem foi explorada em

vários trabalhos do autor, em parceria com alguns colaboradores, alguns dos quais serão

expostos adiante nesse texto.

Embora interessante, a abordagem baseada puramente na aplicação dos resultados

de Análise Não-Linear aos funcionais com a regularidade citada anteriormente, não nos

permite encontrar uma equação de Euler-Lagrange efetivamente satisfeita pela solução

encontrada. De fato, no final da década de 90 e ińıcio dos anos 2000, em uma série de

trabalhos, F. Andreu, C. Ballester, V. Caselles e J. Mazón (ver [2, 3, 4] e também a

monografia [5]) conseguiram determinar precisamente a expressão da equação de Euler-

Lagrange associada a problemas envolvendo o operador 1-laplaciano. Segundo essa

definição, por exemplo, dizemos que u ∈ BV (Ω) é solução de (0.2), se existe um campo

vetorial z ∈ L∞(Ω,RN) tal que, ‖z‖∞ ≤ 1 e
−div z = f(x) q.s. em Ω,

(z, Du) = |Du| em M(Ω),

[z, ν] ∈ sign(−u) sobre ∂Ω.

Note que nas equações acima, existem algumas expressões que necessitam ser definidas

precisamente, como por exemplo (z, Du) e [z, ν]. De fato isso foi feito nesses trabalhos

utilizando-se da pairing theory elaborada por G. Anzellotti em [6]. Em recentes trabalhos
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do autor, juntamente com alguns colaboradores, essa abordagem foi também explorada

e, adiante nesse texto, alguns desses argumentos serão expostos.
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Chapter 1

Espaço das funções de variação

limitada

1.1 Definições e propriedades básicas

Nessa seção, Ω será um subconjunto aberto de RN com fronteira lipschitziana.

Definição 1.1.1 Dizemos que uma função u ∈ L1(Ω) é uma função de variação limitada,

se sua derivada distribucional Du for gerada por uma medida de Radon, isto é, se

Du ∈M(Ω,RN). Definimos assim o espaço das funções de variação limitada por

BV (Ω) =
{
u ∈ L1(Ω); Du ∈M(Ω,RN)

}
.

Observação 1.1.2 Como M(Ω) é igual ao dual topológico de C0(Ω,R) e como C1
c (Ω,R)

é denso em C0(Ω,R) com respeito à norma | · |∞, segue que os itens abaixo são todos

equivalentes:

• u ∈ BV (Ω);

• u ∈ L1(Ω) e ‖Du‖ := sup

{∫
Ω

u divϕdx; ϕ ∈ C1
c (Ω,RN), |ϕ|∞ ≤ 1

}
< +∞;

• u ∈ L1(Ω) e ‖Du‖ = sup

{
N∑
i=1

∫
Ω

ϕiDiu; ϕ ∈ C0(Ω,RN), |ϕ|∞ ≤ 1

}
< +∞.

Pelo Teorema de Representação de Riesz-Alexandroff, temos ainda que

‖Du‖ =

∫
Ω

|Du|.
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Claramente o espaço BV (Ω) é um espaço vetorial, onde de fato podemos definir a

seguinte norma:

‖u‖ :=

∫
Ω

|Du|+ |u|1,

para u ∈ BV (Ω).

Antes de provarmos que esse espaço é completo com respeito à métrica induzida por

essa norma, notemos que, pelo Teorema de Radon-Nikodym, dada u ∈ BV (Ω), existem

duas medidas, Dua e Dus, a primeira absolutamente cont́ınua com respeito à medida de

Lebesgue em RN e a segunda singular com respeito a essa mesma medida, tais que

Du = Dua +Dus.

Dessa observação segue que W 1,1(Ω) é um subespaço de BV (Ω) e que de fato a norma

‖ · ‖ é uma extensão da norma usual em W 1,1(Ω).

O exemplo abaixo nos mostra que W 1,1(Ω) é um subespaço próprio de BV (Ω).

Exemplo 1.1.3 Seja E ⊂ Ω um aberto com fronteira suave e tal que HN−1(∂E) < +∞.

Note que, para todo ϕ ∈ C1
c (Ω,RN) tal que |ϕ|∞ ≤ 1, pelo Teorema da Divergência temos∫

Ω

χEdivϕdx =

∫
E

divϕdx =

∫
∂E

ϕ.νHN−1 ≤ HN−1(∂E) < +∞,

onde ν(x) denota o vetor normal em x ∈ ∂E, unitário e que aponta para fora de E.

Assim, note que χE ∈ BV (Ω), porém χE 6∈ W 1,1(Ω). De fato DχE = −νHN−1b∂E, de

forma que DχE, por consistir em uma medida singular com respeito à de Lebesgue, não

é gerada por uma função de L1(Ω).

Verifiquemos agora a semicontinuidade inferior da norma em BV (Ω) com respeito à

topologia de L1(Ω).

Lema 1.1.4 Seja (un) ⊂ BV (Ω) uma sequência limitada e tal que un → u in L1(Ω).

Então u ∈ BV (Ω) e ∫
Ω

|Du| ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

|Dun|.
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Demonstração: Seja ϕ ∈ C1
c (Ω,RN) tal que |ϕ|∞ ≤ 1 e note que∫

Ω

u divϕdx = lim
n→+∞

∫
Ω

un divϕdx ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

|Dun|,

onde a primeira igualdade segue uma vez que un → u em L1(Ω). Então o resultado segue

tomando o supremo sobre todas as tais ϕ.

�

O resultado anterior nos possibilita provar que (BV (Ω), ‖ · ‖) é um espaço de Banach.

Proposição 1.1.5 (BV (Ω), ‖ · ‖) é um espaço de Banach.

Demonstração: Seja (un) ⊂ BV (Ω) uma sequência de Cauchy. Então para todo ε > 0,

existe n0 ∈ N tal que∫
Ω

|Dun −Dum|+ |un − um|1 < ε, n,m ≥ n0. (1.1)

Como (un) é também uma sequência de Cauchy em L1(Ω), então existe u ∈ L1(Ω) tal

que un → u em L1(Ω), quando n→ +∞. Então, para todo m ∈ N tal que m ≥ n0, como

un − um → u− um quando n→ +∞ em L1(Ω), segue do Lema 1.1.4 que∫
Ω

|D(u− um)| ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

|D(un − um)| < ε.

Mas isso implica que u ∈ BV (Ω) e ainda que um → u em BV (Ω), quando m→ +∞.

�

Observe que, segundo a sua definição, o espaço BV (Ω) não contém C∞(Ω) ∩ BV (Ω)

como um subconjunto denso com respeito à topologia da norma, haja vista que

C∞(Ω)
‖·‖

= W 1,1(Ω). Assim, necessitamos introduzir uma noção de convergência que

torne C∞(Ω) ∩ BV (Ω) denso em BV (Ω), com respeito à topologia induzida. Isso será

feito considerando a chamada convergência estrita.

Definição 1.1.6 Sejam (un)n∈N ⊂ BV (Ω) e u ∈ BV (Ω). Dizemos que un → u em

BV (Ω) segundo a convergência estrita, se

un → u em L1(Ω)

e ∫
Ω

|Dun| →
∫

Ω

|Du|,

quando n→ +∞.
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Proposição 1.1.7 Para todo u ∈ BV (Ω), existe (un) ⊂ C∞(Ω) ∩BV (Ω) tal que

un → u in L1(Ω), (1.2)∫
Ω

|∇un|dx→
∫

Ω

|Du|. (1.3)

Demonstração: Dado ε > 0, seja Ω0 ⊂⊂ Ω tal que∫
Ω\Ω0

|Du| < ε. (1.4)

Seja ainda {Ωi}i∈N uma famı́lia de subconjuntos abertos de Ω, tais que Ωi ⊂⊂ Ωi+1 e ainda

Ω =
+∞⋃
i=0

Ωi. Agora utilizamos a famı́lia {Ωi}i∈N para construir uma cobertura aberta de

Ω da seguinte forma. Seja {Ci}i∈N dada por, C1 = Ω2 e, para i ≥ 2, Ci = Ωi+1\Ωi−1. Seja

{ϕi}i∈N uma partição da unidade subordinada à cobertura {Ci}i∈N, isto é, ϕi ∈ C∞c (Ci),

0 ≤ ϕi ≤ 1 e
∞∑
i=1

ϕi = 1 . Note que isso implica que ϕ1 ≡ 1 em Ω1. Para cada i ∈ N,

escolhamos ρi funções regularizantes tais que

supp(ρi ? (ϕiu)) ⊂ Ci, , (1.5)∫
Ω

|ρi ? (uϕi)− uϕi|dx <
ε

2i
, (1.6)∫

Ω

|ρi ? (u∇ϕi)− u∇ϕi|dx <
ε

2i
, (1.7)∫

Ω

|ρ1 ? (ϕ1Du)|dx−
∫
RN
|ϕ1Du| < ε. (1.8)

Definamos então

uε =
+∞∑
i=1

ρi ? (uϕi) (1.9)

e observe que essa soma é localmente finita, uma vez que cada x ∈ Ω pertence a no

máximo dois dentre os conjuntos {Ci}, e portanto está bem definida. Nota-se claramente

ainda que uε ∈ C∞(Ω).

Por (1.6), como
∞∑
i=1

ϕi = 1, note que

∫
Ω

|u− uε|dx ≤
+∞∑
i=1

∫
Ω

|uϕi − ρi ? (uϕi)|dx

< ε,
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o que implica em (1.3).

Como
+∞∑
i=1

∇ϕi ≡ 0 em Ω, segue que

∇uε =
+∞∑
i=1

ρi ? (ϕiDu) +
+∞∑
i=1

ρi ? (u∇ϕi)

=
+∞∑
i=1

ρi ? (ϕiDu) +
+∞∑
i=1

(ρi ? (u∇ϕi)− u∇ϕi).

Então (1.7) e (1.4) implicam que∣∣∣∣∫
Ω

|∇uε|dx−
∫

Ω

|ρ1 ? (ϕ1Du)|dx
∣∣∣∣ ≤ +∞∑

i=2

∫
Ω

|ρi ? (ϕiDu)|dx

+
+∞∑
i=1

∫
Ω

|ρi ? (u∇ϕi)− u∇ϕi|dx

≤
+∞∑
i=2

∫
Ω

|ϕiDu|dx+ ε

≤
∫

Ω\Ω0

|Du|+ ε

< 2ε.

Assim (1.8) e a última desigualdade implicam que∣∣∣∣∫
Ω

|∇uε|dx−
∫

Ω

|Du|
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫

Ω

|∇uε|dx−
∫

Ω

|ρ1 ? (ϕ1Du)|dx
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∫
Ω

|ρ1 ? (ϕ1Du)|dx−
∫

Ω

|Du|
∣∣∣∣

< 2ε+

∣∣∣∣∫
Ω

|ρ1 ? (ϕ1Du)|dx−
∫

Ω

|ϕ1Du|
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∫
Ω

|ϕ1Du| −
∫

Ω

|Du|
∣∣∣∣

< 3ε+

∫
Ω

|ϕ1 − 1||Du|

≤ 3ε+

∫
Ω\Ω0

|Du|

< 4ε.

Isso implica que uε ∈ C∞(Ω) ∩BV (Ω) e ainda em (1.4), o que termina a prova. �

Observação 1.1.8 • Modificando ligeiramente a demonstração, tomando funções

regularizantes suficientemente próximos de u na norma de Lp(Ω), podeŕıamos ainda
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obter uma sequência (un) ⊂ C∞(Ω)∩BV (Ω), para a qual valesse (1.4) e (1.3) com

Lp(Ω) em lugar de L1(Ω), para todo p ≥ 1 tal que u ∈ Lp(Ω).

• Em [25][Theorem 3.1], é mostrado que, se u ∈ BV (Ω) ∩ Lr(B), para r ∈ [1,∞),

então existe uma sequência (un)n ⊂ C∞0 (Ω), tal que,

un → u em Ls(Ω)

e ∫
Ω

|∇un|dx→
∫

Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|dHN−1,

quando n → +∞, para todo s ∈ [1, r]. Além disso, em [25][Lemma 4.1], é provado

também que, se pn → 1+ quando n→ +∞, então

lim
n→+∞

∫
B

|∇un|pndx =

∫
B

|Du|+
∫
∂B

|u|dHN−1.

Agora vamos utilizar os resultados anteriores para provar resultados de imersão do espaço

BV (Ω) em espaços do tipo Lp(Ω).

Teorema 1.1.9 Seja Ω ⊂ RN um aberto com fronteira suave (não necessariamente

limitado). Então as seguintes imersões são cont́ınuas

BV (Ω) ↪→ Lp(Ω), para p ∈ [1, 1∗],

onde 1∗ =
N

N − 1
.

Demonstração: Dada u ∈ BV (Ω), seja (un) ⊂ C∞(Ω) ∩ BV (Ω) uma sequência

de funções que convergem para u segundo a convergência estrita (a qual existe pela

Proposição 4.1.3). Observe então que un ∈ W 1,1(Ω) para todo n e assim, dado p ∈ [1, 1∗],

pela imersão cont́ınua de W 1,1(Ω) em Lp(Ω), segue que

|un|p ≤ C

(
|un|1 +

∫
Ω

|∇un|dx
)
< +∞.

Como Lp(Ω) é reflexivo e (un) é limitada em Lp(Ω), segue que un ⇀ u em Lp(Ω). Pela

semicontinuidade inferior de Lp(Ω) com respeito à sua topologia fraca, segue que

|u|p ≤ lim inf
n→∞

|un|p ≤ lim inf
n→∞

C

(
|un|1 +

∫
Ω

|∇un|dx
)

= C‖u‖.

�

Segue ainda um resultado de imersões compactas de BV (Ω).
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Teorema 1.1.10 Seja Ω ⊂ RN um aberto, limitado e com fronteira suave. Então as

imersões abaixo são compactas

BV (Ω) ↪→ Lp(Ω), para p ∈ [1, 1∗),

Demonstração: Seja (un) ⊂ BV (Ω) tal que ‖un‖ ≤ 1. Para cada n ∈ N, pela

Observação 1.1.8, existe vn ∈ C∞(Ω) ∩BV (Ω) tal que

|vn − un|p <
1

n

e ∫
Ω

|∇vn|dx < 2.

Note que como (vn) é limitada em W 1,1(Ω), então pela compacidade da imersão desse

espaço em Lp(Ω), para p ∈ [1, 1∗), segue que existe uma subsequência (vnk) e u ∈ Lp(Ω),

tal que

vnk → u em Lp(Ω), quando k →∞.

Mas isso implica que também

unk → u em Lp(Ω), quando k →∞.

�

Outra semelhança do espaço BV (Ω) com relação aos espaços de Sobolev é o fato de

que, tal como nos últimos, funções em BV (Ω) deixam traço em ∂Ω, desde que o domı́nio

seja suave o suficiente. No próximo resultado enunciamos com precisão esse fato, bem

como a validade de uma versão generalizada da fórmula de Green.

Teorema 1.1.11 Seja Ω ⊂ RN um aberto com fronteira lipschitziana. Então existe um

operador linear e cont́ınuo γ : BV (Ω)→ L1(∂Ω) tal que:

i) γ(u) = u|∂Ω, para toda u ∈ C(Ω) ∩BV (Ω);

ii) vale a seguinte versão generalizada da fórmula de Green:∫
Ω

ϕDu = −
∫

Ω

u divϕdx+

∫
∂Ω

γ(u)ϕ.νdHN−1, ∀ϕ ∈ C1(Ω,RN), (1.10)
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onde ν(x) está definido para todo x ∈ ∂Ω, a menos de um conjunto de medida HN−1 nula,

e consiste no vetor normal exterior a Ω em x.

Exemplo 1.1.12 Seja Ω ⊂ RN um domı́nio com fronteira suave. Dada u ∈ BV (Ω),

defina v : RN → R por

v(x) =

 u(x), x ∈ Ω

0, x ∈ RN\Ω.

Então v ∈ BV (RN) e ainda

Dv = DubΩ− tr(u)∂ΩνHN−1b∂Ω,

onde ν(x) denota o vetor unitário exterior a Ω, em x ∈ ∂Ω.

De fato, para toda ϕ ∈ C1
0(RN ,RN), por (1.10), temos que∫

RN
ϕDv = −

∫
RN
v divϕdx

= −
∫

Ω

u divϕdx

=

∫
Ω

ϕDu−
∫
∂Ω

tr∂Ω(u) ν ϕHN−1.

Disso decorre que

Dv = DubΩ− tr∂Ω(u) νHN−1b∂Ω,

no sentido das distribuições.

Agora vamos enunciar uma importante desigualdade que é amplamente utilizada

quando se trata de espaços de Sobolev e que também é muito importantes quando se

trabalha em BV (Ω).

Teorema 1.1.13 (Desigualdade de Poincaré em BV (Ω)) Seja Ω ⊂ RN um aberto

com fronteira lipschitziana. Então existe uma constante C = C(N,Ω) > 0 tal que∫
Ω

|u|dx ≤ C

(∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|dHN−1

)
.

A demonstração do resultado acima encontra-se em [28][Proposition 2] e não será

detalhada por exigir o uso de ferramentas que não serão desenvolvidas nessas notas.
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Part I

Métodos variacionais no espaço das

funções de variação limitada
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Chapter 2

Aplicação 1: Operador 1−Laplaciano

em domı́nio limitado

Nesse caṕıtulo vamos apresentar a primeira e talvez mais simples aplicacação da teoria

apresentada no caṕıtulo anterior à solução de problemas eĺıpticos quasilineares. Mais

especificamente vamos abordar o seguinte problema −∆1u = f(u) in Ω,

u = 0 on ∂Ω,
(0.1)

onde o operador ∆1 é formalmente dado por ∆1u = div

(
∇u
|∇u|

)
, Ω ⊂ RN é um aberto,

limitado e com fronteira suave, N ≥ 2 e a não-linearidade f satisfaz o seguinte conjunto

de hipóteses:

(f1) f ∈ C0(R);

(f2) f(s) = o(1), quando s→ 0;

(f3) existem c1, c2 > 0 tais que |f(s)| ≤ c1 + c2|s|p−1 para todo s ∈ R, onde p ∈ [1, 1∗);

(f4) Existe θ > 1 tal que

0 < θF (s) ≤ f(s)s, for s 6= 0,

onde F (s) =
∫ s

0
f(t)dt.

Nosso objetivo é o de demonstrar o seguinte resultado.
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Teorema 2.0.1 Suponha válidas as hipóteses (f1)−(f4). Então (0.1) possui uma solução

não-trivial.

Antes de começarmos a abordagem variacional que nos levará a provar o Teorema

2.0.1, é necessário estudarmos com mais cuidado o operador ∆1, o qual pela sua definição

formal não está bem definido em pontos onde ∇u = 0. De fato, como veremos, o funcional

energia associado a (0.1) está bem definido em BV (Ω) e, seus pontos cŕıticos, satisfazem

uma versão de (0.1) na qual aparece um campo vetorial que está bem definido e que

coincide com ∇u/|∇u| nos pontos onde ∇u 6= 0.

Na primeira seção desse caṕıtulo nós estudaremos o funcional energia associado a

(0.1), enquanto na segunda apresentaremos a versão precisa desse problema. Por fim, na

terceira, enunciamos e demonstramos uma versão do Teorema do Passo da Montanha

adequado ao funcional energia aqui considerado e posteriormente demonstramos o

Teorema 2.0.1.

2.1 O funcional energia

Para abordar (0.1) vamos trabalhar no espaço BV (Ω), porém munido com a seguinte

norma

‖u‖ :=

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|dHN−1,

a qual, pelo Teorema 1.1.13 é equivalente à norma usual de BV (Ω).

Definamos os seguintes funcionais, Φ0,ΦF ,Φ : BV (Ω) → R onde para u ∈ BV (Ω),

temos

Φ0(u) :=

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|dHN−1,

ΦF (u) :=

∫
Ω

F (u)dx

e

Φ(u) := Φ0(u)− ΦF (u).

Analisando o funcional Φ é fácil ver que o mesmo não é diferenciável. De fato o

funcional Φ0 não é suave, embora seja lipschitziano e convexo. Uma vez que ΦF ∈

C1(BV (Ω)), fica claro que devemos nos basear em outra teoria, que não a usual, para
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definirmos o que se entende por um ponto cŕıtico de Φ. Isto será feito através da teoria

de subdiferenciais (ver [14, 12]), a qual desenvolve resultados de análise não-linear para

funcionais localmente lipschitzianos. Assim, o que vamos entender por um ponto cŕıtico

de Φ é uma função u ∈ BV (Ω) tal que 0 ∈ ∂Φ(u), o que corresponde, uma vez que Φ0 é

convexo, a Φ′F (u) ∈ ∂Φ0(u), o que, por sua vez, é equivalente a

Φ0(v)− Φ0(u) ≥ Φ′F (u)(v − u), ∀v ∈ BV (Ω). (1.2)

Vamos agora estudar um resultado de [7], no qual são analisadas as principais

propriedades de diferenciabilidade do funcional Φ0. Como veremos, embora não

diferenciável, esse funcional admite derivadas direcionais com respeito a algumas direções.

Antes disso, lembremos que para µ ∈ M(Ω,RN), denotamos por µ = µa + µs a

decomposição dada pelo Teorema de Radon Nikodyn, onde µa e µs são, respectivamente,

a parte absolutamente cont́ınua e singular, com respeito à medida de Lebesgue

N−dimensional LN . Denotamos ainda |µ|, o valor absoluto de µ, dada pela medida

de Radon escalar definida em [8][pg. 125]. Por
µ

|µ|
(x) denotamos a derivada de Lebesgue

de µ com respeito à |µ|, dada por

µ

|µ|
(x) = lim

r→0

µ(Br(x))

|µ|(Br(x))
.

Para g : Ω× RN → R, definamos

g0(x, p) = lim
t→0+

g
(
x,
p

t

)
t.

Suponha que g seja diferenciável em p para todo x ∈ Ω, p ∈ RN e g0(x, p) seja diferenciável

para todo x ∈ Ω, p ∈ RN\{0} e ainda que exista M > 0 tal que

|gp(x, p)| ≤M, |g0
p(x, p)| ≤M.

Então Φg : BV (Ω)→ R, definida por

Φg(u) =

∫
Ω

g(x,Du) :=

∫
Ω

g(x, (Du)a(x))dx+

∫
Ω

g0

(
x,

Du

|Du|
(x)

)
|Du|s

é diferenciável no ponto u ∈ BV (Ω) na direção v ∈ BV (Ω) se e somente se |Dv|s

é absolutamente cont́ınua com respeito a |Du|s e (Dva) se anula quase sempre em

{x ∈ RN ; (Du)a(x) = 0}. Nesse caso, temos que

Φ′g(u)v =

∫
Ω

gp(x, (Du)a(x))(Dv)a(x)dx+

∫
Ω

g0
p

(
x,

Du

|Du|
(x)

)
Dv

|Dv|
(x)|Dv|s. (1.3)
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Como

Φ0(u) = Φg(u) +

∫
∂Ω

|u|dHN−1

onde g(x, p) = |p| e g0(x, p) = |p|, temos que, dado u ∈ BV (Ω), Φ′0(u)v está bem definido

para todo v ∈ BV (Ω) tal que |Dv|s é absolutamente cont́ınua com respeito a |Du|s, (Dva)

se anula quase sempre em {x ∈ RN ; (Du)a(x) = 0} e v(x) = 0, HN−1− q.t.p., no conjunto

{x ∈ ∂Ω; u(x) = 0}. Temos ainda que

Φ′0(u)v =

∫
Ω

(Du)a(Dv)a

|(Du)a|2
dx+

∫
Ω

Du

|Du|
(x)

Dv

|Dv|
(x)|(Dv)|s +

∫
∂Ω

sgn(u)vdHN−1. (1.4)

Por fim vamos precisar de mais uma propriedade de BV (Ω), a qual afirma que se

u, v ∈ BV (Ω), então max{u, v},min{u, v} ∈ BV (Ω) e ainda

Φ0(max{u, v}) + Φ0(min{u, v}) ≤ Φ0(u) + Φ0(v), ∀u, v ∈ BV (Ω). (1.5)

2.2 A equação de Euler-Lagrange

Nessa seção vamos estudar a versão precisa da equação de Euler-Lagrange associada aos

pontos cŕıticos de Φ. Mais especificamente vamos provar que se u ∈ BV (Ω) for tal que

0 ∈ ∂Φ(u), então existe um campo vetorial z ∈ L∞(Ω,RN), o qual faz o papel de
∇u
|∇u|

em

(0.1) e está bem definido mesmo onde ∇u = 0. Nesse sentido, o primeiro passo é estender

os funcional Φ a L1∗(Ω) e então usar algumas ferramentas de análise convexa.

Consideremos as extensões dos funcionais Φ0, ΦF e Φ, dadas respectivamente por

Φ0,ΦF ,Φ : L1∗(Ω)→ R, onde

Φ0(u) =

 Φ0(u) se u ∈ BV (Ω),

+∞ se u ∈ L1∗(Ω)\BV (Ω),

ΦF (u) =

∫
RN
F (x, u)dx

e Φ = Φ0 − ΦF . É fácil ver que ΦF é um funcional C1(L1∗(Ω)) e que ainda Φ0 é convexo

e semicont́ınuo inferiormente em L1∗(RN). Assim o subdiferencial (como definido por A.

Szulkin em [34]) de Φ0, denotado por ∂Φ0, está bem definido. O próximo resultado é

crucial para obter a equação de Euler-Lagrange satisfeita pelos pontos cŕıticos de Φ.

Lema 2.2.1 Se u ∈ BV (Ω) for tal que 0 ∈ ∂Φ(u), então 0 ∈ ∂Φ(u).

21



Demonstração: Suponha que u ∈ BV (Ω) seja tal que 0 ∈ ∂Φ(u). Então u satisfaz

(1.2). Para v ∈ L1∗(Ω), note que:

• se u ∈ BV (Ω) ∩ L1∗(Ω), então

Φ0(v)− Φ0(u) = Φ0(v)− Φ0(u)

≥ Φ′F (u)(v − u)

=

∫
Ω

f(u)(v − u) dx

= ΦF
′(u)(v − u);

• se u ∈ L1∗(Ω)\BV (Ω), como Φ0(v) = +∞ e Φ0(u) < +∞, temos que

Φ0(v)− Φ0(u) = +∞

≥ ΦF
′(u)(v − u).

Assim, nos dois casos 0 ∈ ∂Φ(u).

�

Se u ∈ BV (Ω) for uma solução de variação limitada de (0.1), pelo último resultado

temos que 0 ∈ ∂Φ(u). Como Φ0 é convexo e ΦF suave, temos que ΦF
′(u) ∈ ∂Φ0(u).

Assim, por [23][Proposition 4.23], existe z ∈ L∞(Ω,RN) tal que |z|∞ ≤ 1,

−div z = ΦF
′(u) em LN(Ω) (2.6)

no sentido das distribuições e

Φ0(u) = −
∫

Ω

u div z dx. (2.7)

Portanto segue de (2.6) e (2.7) que u satisfaz
∃ z ∈ L∞(Ω,RN), |z|∞ ≤ 1, div z ∈ LN(Ω),

−
∫

Ω

u div z dx =

∫
Ω

|Du|,

−div z = f(x, u), quase sempre em Ω.

(2.8)

Logo (2.8) é a versão precisa de (0.1).
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2.3 Demonstração do Teorema 2.0.1

Devido ao fato de o operador 1−Laplaciano ter o mesmo grau de homogeneidade tanto

no zero quanto no infinito, podemos sem dificuldade provar que o funcional Φ satisfaz as

condições geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Porém, o fato de o espaço

BV (Ω) não ser reflexivo torna inviável provar que Φ satisfaz a condição de Palais-

Smale. Assim, faz-se necessário enunciarmos e provarmos uma versão do Teorema do

Passo da Montanha para funcionais localmente lipschitzianos, em espaços de Banach não

necessariamente reflexivos, o qual não exija a condição de Palais-Smale. Por isso, a seguir

enunciamos e provamos tal teorema.

Teorema 2.3.1 Seja E um espaço de Banach, Φ = I0 − I onde I ∈ C1(E,R) e I0 um

funcional localmente lipschitziano e convexo definido em E. Suponha que Φ satisfaça:

i) Existem ρ > 0, α > Φ(0) tais que Φ|∂Bρ(0) ≥ α,

ii) Φ(e) < Φ(0) para algum e ∈ E\Bρ(0),

Então para todo ε > 0 existe xε ∈ E tal que

c− ε < Φ(xε) < c+ ε, (3.9)

onde c ≥ α é caracterizado por

c = inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

Φ(γ(t)), (3.10)

Γ = {γ ∈ C0([0, 1], E); γ(0) = 0 e γ(0) = e} e

I0(y)− I0(xε) ≥ I ′(xε)(y − xε)− ε‖y − xε‖, ∀y ∈ E. (3.11)

Antes de iniciar a demonstração do Teorema 2.3.1, vamos provar que a condição (3.11)

é equivalente à existência de um zε ∈ E∗ tal que ‖zε‖∗ ≤ ε e

I0(y)− I0(xε) ≥ I ′(xε)(y − xε) + 〈zε, y − xε〉E∗,E, ∀y ∈ E, (3.12)

onde 〈·, ·〉E∗,E denota o par dualidade entre E e o seu dual.

De fato, claramente (3.12) implica em (3.11). Para provar que (3.11) também implica

em (3.12), vamos enunciar um lema provado por Szulkin em [34][Lemma 1.3].
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Lema 2.3.2 Seja E um espaço de Banach e χ : E → (−∞,+∞] uma função convexa e

semicont́ınua inferiormente tal que χ(0) = 0. Se

χ(x) ≥ −‖x‖, ∀x ∈ E,

então existe z ∈ E∗, ‖z‖∗ ≤ 1, tal que

χ(x) ≥ 〈z, x〉E∗,E, ∀x ∈ E.

Agora, se (3.11) vale, então

1

ε
(I0((y − xε) + xε)− I0(xε)− I ′(xε)(y − xε)) ≥ −‖y − xε‖,

para todo y ∈ E. Aplicando o Lema 2.3.2 a

χ(x) =
1

ε
(I0((x+ xε)− I0(xε)− I ′(xε)x)

segue a existência de um z ∈ E∗, tal que ‖z‖∗ ≤ 1 e

χ(x) ≥ 〈z, x〉∗ ∀x ∈ E.

Tomando zε = εz e x = y − xε onde y ∈ E, segue (3.12) para zε and ‖zε‖∗ ≤ ε.

Para prosseguir com a demonstração, precisamos de uma versão do Lema da

Deformação para funcionais localmente lipschitzianos que não necessariamente satisfazem

a condição de Palais-Smale, provado em [18][Theorem 4].

Teorema 2.3.3 (Lema da Deformação) Seja E um espaço de Banach e T : E → R

um funcional localmente lipschtiziano. Dado a ∈ R, denotemos Ta = {x ∈ E; T (x) ≤ a}.

Se existir d ∈ R, S ⊂ E e α, δ, ε0 > 0 tais que

β(x) := min{‖z‖E∗ ; z ∈ ∂T (x)} ≥ α, ∀x ∈ T−1([d− ε0, d+ ε0]) ∩ S2δ,

onde S2δ é uma 2δ−vizinhança de S, então para 0 < ε < min
{
δα
2
, ε0
}

, existe um

homeomorfismo η : E → E tal que

i) η(x) = x para todo x 6∈ T−1([d− ε0, d+ ε0]) ∩ S2δ;

ii) η(Td+ε ∩ S) ⊂ Td−ε;

iii) T (η(x)) ≤ T (x), para todo x ∈ E.
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Demonstração: [Demonstração do Teorema 2.3.3]

Para começar, sob as hipóteses do teorema em questão, vamos recordar o Lemma 3.3

de [12], o qual enuncia a existência de um campo psudo-gradiente para T , dado por um

campo vetorial localmente lipschitziano g : T−1([d− ε0, d+ ε0]) ∩ S2δ → E satisfazendo

‖g(x)‖ < 1 (3.13)

e

〈z∗, g(x)〉E∗,E >
α

2
, ∀z∗ ∈ ∂T (x). (3.14)

Para

0 < ε < min

{
δα

2
, ε0

}
, (3.15)

definamos

A = T−1([d− ε0, d+ ε0]) ∩ S2δ,

B = T−1([d− ε, d+ ε]) ∩ Sδ

e note que B ⊂ A. Seja

ψ(x) =
d(x,E\A)

d(x,E\A) + d(x,B)

e note que ψ é uma função cont́ınua e localmente lipschtziana tal que 0 ≤ ψ ≤ 1 e

ψ(x) =

 1 if x ∈ B,

0 if x ∈ E\A.

Agora considere V (x) = ψ(x)g(x) a qual é cont́ınua e localmente lipschtziana e ainda

σ(t, x) solução do seguinte problema
d

dt
σ(t, x) = −V (σ(t, x)), t > 0,

σ(0, x) = x,

a qual é cont́ınua em R+ × E.

Vamos escolher

t0 ∈
(

2ε

α
, δ

)
(3.16)

e definir

η(x) = σ(t0, x), x ∈ E.

Note que como V ≡ 0 em E\(T−1([d− ε0, d+ ε0]) ∩ S2δ, segue que i) se verifica.
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Para provar ii), relembremos a Proposition 9 em [12], a qual implica que t 7→ T (σ(t, x))

é diferenciável a menos de um conjunto de medida nula, para cada x ∈ E. Além disso,

temos que

d

dt
T (σ(t, x)) ≤ max

{〈
z∗, d

dt
σ(t, x)

〉
E∗,E

; z∗ ∈ ∂T (σ(x, t))
}

= −min{〈z∗, V (σ(t, x))〉 ; z∗ ∈ ∂T (σ(x, t))}

≤

 −
α

2
if σ(t, x) ⊂ T−1([d− ε, d+ ε]) ∩ Sδ

0 caso contrário,

(3.17)

onde nós usamos (3.14) na última estimativa. Então a função t 7→ T (σ(t, x)) é não-

crescente, para todo x ∈ E e assim nós provamos iii).

Note ainda que, para todo t > 0

‖σ(t, x)− x‖ = ‖σ(t, x)− σ(0, x)

=

∥∥∥∥∫ t

0

d

ds
σ(s, x)ds

∥∥∥∥
≤

∫ t

0

‖V (σ(s, x))‖ds

≤ t.

Consideremos x ∈ Td+ε ∩ S. Se existisse algum t ∈ [0, t0] tal que T (σ(t, x)) < d − ε,

então T (σ(t0, x)) < d− ε e ii) seria satisfeito por η. Então suponha que

σ(t, x) ∈ T−1([d− ε, d+ ε]),∀t ∈ [0, t0]

e vamos provar que σ(t, x) ⊂ Sδ, ∀t ∈ [0, t0]. De fato, note que

‖σ(t, x)− x‖ ≤ t ≤ t0 < δ, ∀t ∈ [0, t0].

Assim, como σ([0, t0], x) ⊂ T−1([d− ε, d+ ε]) ∩ Sδ, segue por (3.16) e (3.17) que

T (η(x)) = T (σ(t0, x))

= T (x) +

∫ t0

0

d

dt
T (σ(s, x))dx

≤ T (x)− α

2
t0

< d− ε
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e então ii) se verifica.

�

Agora, finalmente, vamos provar o Teorema 2.3.1.

Demonstração: [Demonstração do Teorema 2.3.1]

Primeiramente note que, como Φ(e) < Φ(0) < α ≤ Φ
∣∣
∂Bρ , então

c ≥ α.

Suponha por contradição que exista ε > 0, o qual podemos supor que satisfaça

c− ε > Φ(0),

tal que para todo x ∈ Φ−1([c − ε, c + ε]), onde c é definido em (3.10), (3.11) não valha.

Como (3.11) e (3.12) são equivalentes, então para todo z ∈ E∗ tal que ‖z‖∗ ≤ ε, existe

yε ∈ X, tal que

I0(yε)− I0(xε) < I ′(xε)(yε − xε)dx+ 〈zε, yε − xε〉∗.

Assim, segue que

β(x) ≥ ε, ∀x ∈ Φ−1([c− ε, c+ ε]),

onde β(x) = inf{‖w∗‖∗; w∗ ∈ ∂I0(u)− I ′(x)}.

Pelo Teorema 2.3.3 aplicado a T = Φ, d = c, α = ε e ε0 = ε segue que existe um

homeomorfismo η : E → E e ε̄ ∈ (0, ε) tais que

i) η(x) = x para todo x 6∈ Φ−1([c− ε, c+ ε]);

ii) η(Φc+ε̄) ⊂ Φc−ε̄.

Pela definição de c, existe γ ∈ Γ tal que

c ≤ max
t∈[0,1]

Φ(γ(t)) ≤ c+ ε.

Vamos considerar γ̃(t) = η(γ(t)) e note que, como Φ(0),Φ(e) < c − ε, i) implica que

γ̃ ∈ Γ. Então, ii) implica que

c ≤ max
t∈[0,1]

Φ(γ̃(t)) ≤ c− ε,
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o que é uma contradição e assim o resultado segue.

�

Munidos desse importante resultado minimax, mostremos que o funcional Φ satisfaz

as hipóteses da versão do Teorema do Passo da Montanha aqui demonstrado.

Primeiramente mostremos que o funcional Φ satisfaz a condição i). Antes, note que

por (f2) e (f3), segue que para todo η > 0, existe Aη > 0 tal que

|F (s)| ≤ η|s|+ Aη|s|p, ∀s ∈ R. (3.18)

Por (3.18) e pelo Teorema 1.1.9, segue que

Φ(u) =

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|dHN−1 −
∫

Ω

F (u)dx

≥ ‖u‖ − η|u|1 − Aη|u|pp

≥ ‖u‖ − Cη‖u‖ − CAη‖u‖p

= (1− Cη)‖u‖ − C1‖u‖p

≥ α,

para toda u ∈ BV (Ω), tal que ‖u‖ = ρ, onde 0 < η < 1/C é fixado e 0 < ρ <(
1− Cη
C1

) 1
p−1

e α = ρ(1− Cη − C1ρ
p−1).

Agora vamos provar que Φ satisfaz a condição ii) do Teorema 2.3.1. Note

primeiramente que a condição (f4) implica que existem constantes d1, d2 > 0 tais que

F (s) ≥ d1|s|θ − d2, ∀s ∈ R. (3.19)

Se u ∈ BV (Ω)\{0}, dado t > 0, temos

Φ(tu) ≤ t‖u‖ − d1t
θ

∫
Ω

|u|θdx+ d2|Ω| → −∞,

quando t→ +∞, já que θ > 1.

Então o Teorema 2.3.1 nos garante a existência de sequências (un) ⊂ BV (Ω) e εn → 0

tais que

Φn(un)→ c, quando n→ +∞

e

Φ0(v)− Φ0(un) ≥
∫

Ω

f(un)(v − un)dx− εn‖v − un‖, ∀v ∈ BV (Ω). (3.20)
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Mostremos agora que a sequência (un) é limitada em BV (Ω). Em (3.20), escolhendo-se

a função teste v = 2un, obtemos

‖un‖ ≥
∫

Ω

f(un)undx− εn‖un‖,

o que implica que

(1 + εn)‖un‖ ≥
∫

Ω

f(un)undx. (3.21)

Então, por (f4) e (3.21),

c+ on(1) ≥ Φ(un)

= ‖un‖+

∫
Ω

(
1

θ
f(un)un − F (un)

)
dx−

∫
Ω

1

θ
f(un)undx

≥ ‖un‖
(

1− 1

θ
+
εn
θ

)
≥ C‖un‖,

para uma constante C > 0 uniforme em n ∈ N. Logo (un) é limitada.

Pela limitação de (un) em BV (Ω) e pela compacidade das imersões do Teorema 1.1.10,

segue que existe u ∈ Lr(Ω) tal que un → u em Lr(Ω) para 1 ≤ r < 1∗. Ainda, pelo Lema

1.1.4 segue que u ∈ BV (Ω). Assim, calculando o lim sup ambos os lados de (3.20) e

usando novamente o Lema 1.1.4 temos que

Φ0(v)− Φ0(u) ≥
∫

Ω

f(u)(v − u), ∀v ∈ BV (Ω). (3.22)

Portanto u é solução de variação limitada de (0.1).

Para verificarmos que u 6= 0, note que, considerando v = u+ tu para t > 0 em (3.22),

obtemos
Φ0(u+ tu)− Φ0(u)

t
≥
∫

Ω

f(u)udx.

Fazendo t→ 0+, segue que

Φ′0(u)u ≥
∫

Ω

f(u)udx.

Usando o mesmo argumento para t < 0 e fazendo t→ 0−, segue que

Φ′0(u)u ≤
∫

Ω

f(u)udx.

Então, pelas últimas desigualdades e por (1.4), temos que

Φ0(u) = Φ′0(u)u =

∫
Ω

f(u)udx. (3.23)
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Utilizando a mesma argumentação com v = un + tun em (3.20) e fazendo t → 0+ e

t→ 0−, segue que

Φ0(un) = Φ′0(un)un =

∫
Ω

f(un)undx+ on(1). (3.24)

Portanto, de (3.23), (3.24), (f2), (f3) e o Teorema 1.1.10, segue que

Φ0(u) =

∫
Ω

f(u)udx

= lim
n→∞

∫
Ω

f(un)undx

= lim
n→∞

Φ0(un).

Logo, a última igualdade, (f2), (f3) e o Teorema 1.1.10, implicam que

0 < c = lim
n→∞

Φ(un) = Φ(u)

e assim u 6= 0.
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Chapter 3

Aplicação 2: Operador 1-Laplaciano

no RN

Nesse caṕıtulo vamos abordar questões envolvendo a existência de solução não-trivial para

problemas no RN , envolvendo o operador 1−Laplaciano. De fato desejamos encontrar

solução radial de energia mı́nima entre essas e, para isso, será necessário desenvolver, tal

como em [17], argumentos baseados na minimização do funcional energia em conjuntos

do tipo Nehari. Mais especificamente, estudamos o problema
−∆1u+

u

|u|
= f(u) em RN ,

u ∈ BV (RN),
(0.1)

onde N ≥ 2 e f é uma não-linearidade satisfazendo as seguintes condições

(f1) f ∈ C(R);

(f2) f(s) = o(1) quando s→ 0;

(f3) Existem constantes c1, c2 > 0 e p ∈ (1, 1∗) tais que

|f(s)| ≤ c1 + c2|s|p−1;

(f4) lim
t→∞

F (t)

t
, onde F (s) =

∫ s
0
f(t)dt;

(f5) f é crescente.
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Nosso intuito é demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 3.0.1 Suponha válidas as hipóteses (f1)−(f5). Então existe uma solução radial

não trivial de (0.1) com a menor energia entre as soluções radiais de variação limitada.

Definamos os seguintes funcionais, Φ0,ΦF ,Φ : BV (RN) → R onde, para u ∈ BV (Ω),

temos

Φ0(u) :=

∫
RN
|Du|+

∫
RN
|u|dx,

ΦF (u) :=

∫
RN
F (u)dx

e

Φ(u) := Φ0(u)− ΦF (u).

Assim como no caṕıtulo anterior, o funcional Φ não é diferenciável, mas sim localmente

lipschitziano. Uma vez que ΦF ∈ C1(BV (Ω)), diremos que um ponto cŕıtico de Φ é uma

função u ∈ BV (RN) tal que 0 ∈ ∂Φ(u), o que corresponde, uma vez que Φ0 é convexo, a

Φ′F (u) ∈ ∂Φ0(u). Mas isso é equivalente a

Φ0(v)− Φ0(u) ≥ Φ′F (u)(v − u), ∀v ∈ BV (RN). (0.2)

Com uma ligeira modificação do argumento usado na Seção 2.2 do Caṕıtulo 2, é

posśıvel mostrar que uma função u ∈ BV (RN) que seja ponto cŕıtico de Φ, satisfaz uma

versão de (0.1) onde ∆1 é substitúıdo pelo divergente de um campo vetorial z que faz o

papel de ∇u/|∇u| e a expressão u/|u| é substitúıda por uma função bem definida em RN ,

a qual coincide com u(x)/|u(x)| para todo x ∈ RN tal que u(x) 6= 0.

Como dito no ińıcio do caṕıtulo, para encontrar solução de energia mı́nima vamos

desenvolver argumentos baseados em um conjunto do tipo Nehari. Essa abordagem foi

pioneiramente desenvolvida em [17] e se baseia principalmente no seguintes resultados

abstratos.

Teorema 3.0.2 Sejam E,F espaços de Banach, E não necessariamente reflexivo,

compactamente imerso em F e tal que, para toda sequência limitada (un) ⊂ E com un → u

na topologia de F , vale que u ∈ E. Seja Φ, I0 : E → R, I : F → R funcionais tais que
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Φ = I0 − I|E, onde I0 é localmente lipschitziano, I ∈ C1(E) ∩ C0(F ), I(0) = 0 e, para

todo u ∈ E, existe o seguinte limite

I ′0(su)u := lim
t→0

I0(su+ tu)− I0(su)

t
, ∀s ∈ R.

Suponha ainda que as seguintes hipóteses se verifiquem:

i) I0 é semicont́ınuo inferiormente com respeito à topologia de F , isto é, se (un) for

limitada em E e u ∈ E for tal que, a menos de subsequência, un → u na topologia

de F , então I0(u) ≤ lim inf
n→∞

I0(un);

ii) Existem ρ, α0 > 0, tais que Φ(u) ≥ α0 > Φ(0), para todo u ∈ E com ‖u‖ = ρ;

iii) ∀u ∈ E, Φ(u) ≥ ‖u‖ − I(u);

iv) t 7→ Φ′(tu)u é decrescente em (0,+∞);

v) Para toda sequência limitada (vn) ⊂ E tal que vn → v 6= 0 na topologia de F , segue

que

lim
t→∞

Φ(tvn)

t
= −∞, uniformemente para n ∈ N.

Então o ı́nfimo de Φ no seguinte conjunto

N := {u ∈ E\{0}; I ′0(u)u = I ′(u)u}

é atingido.

Teorema 3.0.3 Suponha todas as hipóteses do Teorema 3.0.2 verdadeiras. Se u0 ∈ N

for tal que Φ(u0) = min
N

Φ, então u0 é um ponto cŕıtico de Φ em E.

Vamos aplicar os dois resultados acima para o funcional Φ = Φ0 − ΦF , com E =

BVrad(RN) e F = Lp(RN), para p tal como em (f3), onde

BVrad(RN) = {u ∈ BV (RN); u(x) = u(|x|)}.

Caso sejamos capazes de verificar todas as hipóteses dos Teoremas 3.0.2 e 3.0.3, teremos

obtido um ponto cŕıtico de Φ quando restrito à BVrad(RN). Este, por uma versão do
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Prinćıpio de Criticalidade Simétrica de Palais provado em [32], será um ponto cŕıtico de

Φ em BV (RN) e, portanto, uma solução de variação limitada de (0.1).

Para obtermos a compacidade da imersão de BVrad(RN) em Lp(RN), tal como

requerido no Teorema 3.0.2, é necessário introduzirmos resultados provados em [18], que

consistem em versões em BV (RN) de resultados bem conhecidos para espaços de Sobolev

usuais. Mais especificamente, em [18][Theorem 1.1] é provado que a imersão BVrad(RN)

em Lq(RN) é compacta, para todo 1 < q < 1∗. A demonstração baseia-se em uma versão

em BV (RN) do conhecido Lema de Strauss, o qual também é demonstrado em [18].

Consideremos então

N = {u ∈ BVrad(RN); Φ′0(u)u = Φ′F (u)u}

=

{
u ∈ BVrad(RN);

∫
RN
|Du|+

∫
RN
|u|dx =

∫
RN
f(u)udx

}
.

No próximo resultado nós provamos que todos os pontos cŕıticos de Φ restrito ao espaço

BVrad(RN) pertencem a N . Assim, se provarmos que o ı́nfimo de Φ em N é atingido, pelo

Teorema 3.0.3 este será um ponto cŕıtico e terá a menor energia entre todas as soluções

radiais e não-triviais.

Lema 3.0.4 Se u0 ∈ BVrad(RN), u0 6= 0 e 0 ∈ ∂Φ(u0), então u ∈ N .

Demonstração: Se 0 ∈ ∂Φ(u0), então

Φ0(v)− Φ0(u0) ≥
∫
RN
f(u0)(v − u0)dx, ∀v ∈ BVrad(RN).

Para t > 0, tomando v = u0 + tu0 na última expressão e calculando o limite quando

t→ 0+, obtemos

Φ0(u0) = lim
t→0+

Φ0(u0 + tu0)− Φ0(u0)

t
≥
∫
RN
f(u0)u0dx.

Fazendo o mesmo para t→ 0−, obtemos

Φ0(u0) = lim
t→0−

Φ0(u0 + tu0)− Φ0(u0)

t
≤
∫
RN
f(u0)u0dx,

de onde segue a igualdade em ambas as expressões acima. Assim u0 ∈ N .

�
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Verifiquemos então que as condições do Teorema 3.0.2 são satisfeitas. Note que

Φ′0(su)u = lim
t→0

Φ0(su+ tu)− Φ0(su)

t

=

∫
RN

(D(su))a(Du)a

|(D(su))a|
dx+

∫
RN

D(su)

|D(su)|
(x)

Du

|Du|
(x)|Du|s +

∫
RN

sgn(su)udx

=

∫
RN
|(Du)a|dx+

∫
RN
|(Du)s|+

∫
RN
|u|dx

É fácil ver que I0 satisfaz i).

Para ii), observe que por (f2) e (f3), para todo ε > 0, existe Cε tal que

|F (s)| ≤ ε|s|+ Cε|s|p, para todo s ∈ R. (0.3)

Então, pelas imersões de BV (RN) e (0.3), temos que

Φ(u) ≥ (1− Cε)‖u‖ − CCε‖u‖p

= ‖u‖(1− Cε− CCε‖u‖p−1)

= ρ(1− Cε− CCερp−1) =: α0 > 0 = Φ(0),

onde ‖u‖ = ρ e ε, ρ > 0 são pequenos o suficiente.

Pela definição de Φ segue que iii) vale, uma vez que a igualdade se verifica.

Para verificar iv), note que

t 7→ Φ′F (tu)u =

∫
RN
f(tu)udx

é crescente em (0,+∞) por (f5). Levando em conta o fato de que t 7→ Φ′0(tu)u = Φ0(u)

é constante, segue que t 7→ Φ′(tu)u é uma função decrescente em (0,+∞).

Finalmente, para verificar v), seja (vn) ⊂ BVrad(RN) e v ∈ Lp(RN)\{0} tal que vn → v

em Lp(RN). Como Φ(u) = ‖u‖ −
∫
RN F (u)dx, é suficiente provar que

lim
t→∞

∫
RN

F (tvn)

t
= +∞ uniformemente n ∈ N.

Seja Γ = {x ∈ RN ; v(x) 6= 0} e note que |Γ| > 0. Pelo Lema de Fatou, segue que, para

todo t > 0, ∫
Γ

F (tv)

t
dx ≤ lim inf

n→∞

∫
RN

F (tvn)

t
dx.

Assim, por (f4) temos que

lim inf
t→∞

lim inf
n→∞

∫
RN

F (tvn)

t
dx ≥ lim inf

t→∞

∫
Γ

F (tv)

t
dx = +∞.
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Então, para todo M > 0, existe t0 > 0 e n0 ∈ N tais que∫
RN

F (tvn)

t
dx ≥M, para todo t > t0 e n ≥ n0,

o que prova v).

Portanto, uma vez que todas as hipóteses do Teorema 3.0.2 estão satisfeitas, segue a

existência de u0 ∈ N tal que

Φ(u0) = inf
v∈N

Φ(v).

Assim, pelo Teorema 3.0.3 e por [32], segue que u0 é um ponto cŕıtico de Φ e então, uma

solução radial de variação limitada de (0.1), a qual possui a menor energia entre as radiais.
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Chapter 4

Um problema envolvendo o operador

1−biharmônico

Nesse caṕıtulo vamos estudar um resultado de existência de solução não trivial para o

seguinte problema quasilinear eĺıptico envolvendo o operador 1−biharmônico,
∆2

1u = λf(x, u) em Ω,

u =
∆u

|∆u|
= 0 sobre ∂Ω,

(0.1)

onde λ > 0, Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado com fronteira regular, N ≥ 3 e f : Ω×R→ R

é uma função de Carathéodory. O operador 1−biharmônico é definido por

∆2
1u = ∆

(
∆u

|∆u|

)
,

e pode ser visto como o caso p = 1 para o operador p−biharmônico ∆2
pu = ∆(|∆u|p−2∆u),

este último muito utilizado no estudo de sistemas de equações de segunda ordem. De fato,

a definição precisa de ∆2
1 será dada na Seção 4.1.2.

Consideraremos uma não-linearidade do tipo ”sublinear” com respeito ao operador.

Mais especificamente, consideramos as seguintes hipóteses sobre f .

(f1) f : Ω × R → R é uma função de Carathéodory, i.e. f(·, s) : Ω → R é mensurável

para todo s ∈ R e f(x, ·) : R→ R é cont́ınua para quase todo x ∈ Ω;

(f2) Existem 0 < q < 1, c1 > 0 e uma função c2 ∈ L∞(Ω) tais que

|f(x, s)| ≤ c1|s|q−1 + c2(x) para quase todo x ∈ Ω e para todo s ∈ R;
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(f3) F (x, t) ≥ 0 em Ω× R e existe t0 > 0 tal que

∫
Ω

F (x, t0) dx > 0.

Nosso objetivo é o de demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.0.1 Suponha que f satisfaça (f1), (f2) e (f3). Então existe λ∗ > 0 tal que

(0.1) possui uma solução não-trivial para todo λ ≥ λ∗.

A prova desse resultado seguirá da aplicação de argumentos de minimização global do

funcional energia a ele associado. Entretanto, antes de proceder com esses argumentos, é

necessário estudarmos o espaço adequado para se tratar variacionalmente tal problema,

o que será feito na seção a seguir.

4.1 O espaço BL0(Ω)

Denotemos por BL0(Ω) o espaço das funções de W 1,1
0 (Ω) tais que ∆u ∈M(Ω), ou seja

BL0(Ω) =
{
u ∈ W 1,1

0 (Ω) : ∆u ∈M(Ω)
}

onde relembramos que M(Ω) é o espaço das medidas de Radon em Ω.

Como provado em [30][Proposition 2.2.], temos que

BL0(Ω) =

{
u ∈ W 1,1

0 (Ω) :

∫
Ω

|∆u| < +∞
}

onde ∫
Ω

|∆u| := sup

{∫
Ω

u∆ϕdx : ϕ ∈ C2
c (Ω), ‖ϕ‖∞ ≤ 1

}
é definida como a variação total da medida ∆u.

Definindo W 2,1
∆ (Ω) := {u ∈ W 1,1

0 (Ω); ∆u ∈ L1(Ω)}, note que

W 2,1
∆ (Ω) ⊂ BL0(Ω)

e ainda, para todo u ∈ BL0(Ω) tal que u ∈ W 2,1
∆ (Ω), temos que∫

Ω

|∆u| = |∆u|1.

Aqui, uma peculiaridade do espaço BL0(Ω) há que ser ressaltada. Observe que,

denotando por W 2,2
∆ (Ω) := {u ∈ W 2,1

0 (Ω); ∆u ∈ L2(Ω)}, por [35][Lemma 8.17] segue
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que W 2,2
∆ (Ω) = H2 ∩ H1

0 (Ω), isto é, se u ∈ H1
0 (Ω) for tal que ∆u ∈ L2(Ω), então isso

significa que todas as derivadas fracas de segunda ordem pertencem a L2(Ω). Quando se

trabalha com subespaçõs de L1(Ω), isso não mais é verdadeiro, isto é, para uma função

u ∈ W 1,1
0 (Ω), apenas com a informação de que ∆u ∈ L1(Ω), se N ≥ 2, não se pode

afirmar que todas as derivadas fracas de segunda ordem são distribuições representadas

por funções de L1(Ω) (conforme [15]).

Vamos munir o espaço BL0(Ω) com a seguinte norma

‖u‖0 = |u|1 + |∇u|1 +

∫
Ω

|∆u| para u ∈ BL0(Ω).

O espaço BL0(Ω), como veremos, compartilha muitas propriedades em comum com

o espaço BV (Ω). Essas serão expostas nos próximos lemas, cujas demonstrações serão

suprimidas por serem absolutamente análogas às respectivas para o espaço BV (Ω). O

leitor interessado em tais demonstrações pode encontra-las em [9, 30].

Lema 4.1.1 Seja (un) ⊂ BL0(Ω) uma sequência limitada tal que un → u in Lr(Ω), com

1 ≤ r ≤ N/(N − 2). Então u ∈ BL0(Ω) e∫
Ω

|∆u| ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

|∆un|. (1.2)

Pode-se ainda provar que o espaço (BL0(Ω), ‖ · ‖0) é um espaço de Banach.

Assim como o espaço BV (Ω), na topologia da norma de BL0(Ω) o conjunto das

funções C∞(Ω) ∩ BL0(Ω) não constituem um conjunto denso. Porém, aqui também há

uma topologia segundo a qual essa densidade de fato se verifica. Para isso necessitamos

introduzir a seguinte noção de convergência.

Definição 4.1.2 Dizemos que uma sequência (un) ⊂ BL0(Ω) converge estritamente para

u ∈ BL0(Ω) se

• un → u in W 1,1
0 (Ω) quando n→ +∞,

•
∫

Ω

|∆un| →
∫

Ω

|∆u| quando n→ +∞.

A seguir enunciamos a densidade de C∞(Ω) ∩ BL0(Ω) em BL0(Ω) com respeito à

noção de convergência introduzida acima.
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Proposição 4.1.3 Para todo u ∈ BL0(Ω) existe uma sequência (un) ⊂ C∞(Ω)∩BL0(Ω)

tal que

un → u in W 1,1
0 (Ω) quando n→ +∞ (1.3)

e ∫
Ω

|∆un|dx→
∫

Ω

|∆u| quando n→ +∞. (1.4)

Como veremos a seguir, as imersões de Sobolev também valem para esse espaço.

Proposição 4.1.4 A imersão

BL0(Ω) ↪→ Lp(Ω)

é cont́ınua para todo p ∈ [1, 1∗∗], onde 1∗∗ := N/(N − 2). Mais precisamente, existe uma

constante C := C(Ω, p,N) > 0 tal que

‖u‖p ≤ C ‖u‖0 para todo u ∈ BL0(Ω).

Além disso, a imersão

BL0(Ω) ↪→ Lp(Ω)

é compacta para todo p ∈ [1, 1∗∗).

No problema espećıfico que vamos tratar, seria interessante que u 7→
∫

Ω
|∆u| definisse

uma norma em BL0(Ω) equivalente a ‖ · ‖0. Mostraremos que de fato isso acontece a

seguir.

Por (1.1.13) e os resultados em [11][Theorem 1.2 and Proposition 2.1] de Brézis e

Ponce, podemos definir em BL0(Ω) a seguinte norma

‖u‖ =

∫
Ω

|∆u| para todo u ∈ BL0(Ω)

a qual é equivalente a ‖ · ‖0. De fato, se u ∈ BL0(Ω), note que, como u ∈ W 1,1
0 (Ω), então∫

Ω
|Du| =

∫
Ω
|∇u|dx. Assim, por (1.1.13), segue que

‖u‖0 ≤ (C + 1)‖∇u‖1 +

∫
Ω

|∆u|

≤ C1

∫
Ω

|∆u|.
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4.1.1 O funcional energia

Nessa seção vamos definir o funcional energia em BL0(Ω), cuja equação de Euler-Lagrange

(pelo menos em sua versão não-precisa ou formal) é dada por (0.1). Seja Φ : BL0(Ω)→ R

dado por

Φ(u) =

∫
Ω

|∆u| −
∫

Ω

F (x, u) dx para todo u ∈ BL0(Ω).

Vamos introduzir ainda os funcionais Φ0 : BL0(Ω)→ R e ΦF : BL0(Ω)→ R definidos

por

Φ0(u) =

∫
Ω

|∆u| para todo u ∈ BL0(Ω)

e

ΦF (u) =

∫
Ω

λF (x, u) dx para todo u ∈ BL0(Ω),

de forma que

Φ(u) = Φ0(u)− ΦF (u) para todo u ∈ BL0(Ω).

Embora não seja C1(BL0(Ω),R), observe que o funcional Φ0 é convexo e lipschitziano

e de fato admite derivadas direcionais em algumas direções. De fato, como mostrado

por Anzellotti em [7], dado u ∈ BL0(Ω), para todo v ∈ BL0(Ω) tal que (∆v)s seja uma

medida absolutamente cont́ınua com respeito a (∆u)s, temos que

Φ′0(u)v =

∫
Ω

(∆u)a(∆v)a

|(∆u)a|
dx+

∫
Ω

∆u

|∆u|
(x)

∆v

|∆v|
(x)|(∆v)s|. (1.5)

Uma vez que estamos tratando de um funcional que se escreve como a diferença entre

um convexo e lipschitziano, Φ0 e um C1(BL0(Ω),R), ΦF , usaremos novamente a teoria de

subdiferenciais de K. Chang [12] e F. Clarke [14] para definir o que entendemos por uma

solução de (0.1). Diremos que u ∈ BL0(Ω) é uma solução de variação limitada de (0.1)

se 0 ∈ ∂Φ(u), i.e., se Φ′F (u) ∈ ∂Φ0(u) onde ∂Φ0(u) denota o subdiferencial de Φ0 em u.

Devido à convexidade de Φ0, isso pode ser expresso através de

Φ0(v)− Φ0(u) ≥ Φ′F (u)(v − u) para todov ∈ BL0(Ω). (1.6)

4.1.2 A equação de Euler-Lagrange

Nessa seção vamos estudar a versão precisa da equação de Euler-Lagrange satisfeita por

pontos cŕıticos de Φ. Mais especificamente vamos provar que se u ∈ BL0(Ω) for tal que
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0 ∈ ∂Φ(u), então existe um campo vetorial z ∈ W 1,1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), o qual faz o papel

de
∆u

|∆u|
em (0.1) e está bem definido mesmo onde ∆u = 0. Para isso, será necessário

estender os funcional Φ a L1∗∗(Ω) e então usar algumas ferramentas de análise convexa.

Consideremos as extensões dos funcionais Φ0, ΦF e Φ, dadas respectivamente por

Φ0,ΦF ,Φ : L1∗∗(Ω)→ R, onde

Φ0(u) =

 Φ0(u) se u ∈ BL0(Ω),

+∞ se u ∈ L1∗∗(Ω)\BL0(Ω),

ΦF (u) =

∫
RN
λF (x, u)dx

e Φ = Φ0 −ΦF . É fácil ver que ΦF é um funcional C1(L1∗∗(Ω)) e que ainda Φ0 é convexo

e semicont́ınuo inferiormente em L1∗∗(RN). Assim o subdiferencial (como definido por

A. Szulkin em [34]) de Φ0, denotado por ∂Φ0, está bem definido. O próximo resultado é

crucial para obter a equação de Euler-Lagrange satisfeita pelos pontos cŕıticos de Φ.

Lema 4.1.5 Se u ∈ BL0(Ω) for tal que 0 ∈ ∂Φ(u), então 0 ∈ ∂Φ(u).

Demonstração: Suponha que u ∈ BL0(Ω) seja tal que 0 ∈ ∂Φ(u). Então u satisfaz

(1.6). Para v ∈ L1∗∗(Ω), note que:

• se u ∈ BL0(Ω) ∩ L1∗∗(Ω), então

Φ0(v)− Φ0(u) = Φ0(v)− Φ0(u)

≥ Φ′F (u)(v − u)

=

∫
Ω

λf(u)(v − u) dx

= ΦF
′(u)(v − u);

• se u ∈ L1∗∗(Ω)\BL0(Ω), como Φ0(v) = +∞ e Φ0(u) < +∞, temos que

Φ0(v)− Φ0(u) = +∞

≥ ΦF
′(u)(v − u).

Assim, nos dois casos 0 ∈ ∂Φ(u).

�
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Se u ∈ BL0(Ω) for uma solução de variação limitada de (??), pelo último resultado

temos que 0 ∈ ∂Φ(u). Como Φ0 é convexo e ΦF suave, temos que ΦF
′(u) ∈ ∂Φ0(u).

Como mostrado em [30, Proposition 5.2], existe z∗ ∈ W 1,1
0 (Ω)∩L∞(Ω) tal que ‖z∗‖∞ ≤ 1,

∆z∗ = ΦF
′(u) em LN(Ω) (1.7)

no sentido das distribuições e

Φ0(u) =

∫
Ω

u∆z∗ dx. (1.8)

Portanto segue de (1.7) e (1.8) que u satisfaz
∃ z∗ ∈ W 1,1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω), ‖z∗‖∞ ≤ 1, ∆z∗ ∈ LN(Ω),∫
Ω

u∆z∗dx =

∫
Ω

|∆u|,

∆z∗ = λf(x, u), quase sempre em Ω.

(1.9)

Logo (1.9) é a versão precisa de (0.1).

Observação 4.1.6 Observe que a condição de fronteira
∆u

|∆u|
= 0 sobre ∂Ω está

contemplada na definição de z∗, uma vez que z∗ ∈ W 1,1
0 (Ω) implica que z∗ = 0 sobre

∂Ω no sentido do traço.

4.2 Demonstração do Teorema 4.0.1

Para provar o Teorema 4.0.1, vamos provar primeiramente que o funcional Φ é coercivo

em BL0(Ω). Por (f2), pela Desigualdade de Hölder e pela Proposição 4.1.4, segue que

Φ(u) ≥ ‖u‖ − c1λ

∫
Ω

|u|q dx− λ
∫

Ω

c2(x) dx

≥ ‖u‖ − C|u|q1 − C

≥ ‖u‖ − C‖u‖q − C,

implicando que Φ é coercivo e também limitado inferiormente.

Seja (un) ⊂ BL0(Ω) uma sequência minimizante para Φ, isto é, Φ(un) → β, onde

β = inf
BL0(Ω)

Φ. A coercividade de Φ implica que (un) é limitado em BL0(Ω). Então, pela

Proposição 4.1.4, temos que, a menos de subsequência, existe u ∈ L1(Ω) tal que un → u
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em L1(Ω). Pelo Lema 4.1.1, segue que u ∈ BL0(Ω) e ainda que (1.2) vale. Assim,

Φ(u) =

∫
Ω

|∆u| − λ
∫

Ω

F (x, u)dx

≤ lim inf
n→+∞

∫
Ω

|∆un| − lim
n→+∞

λ

∫
Ω

F (x, un)dx

= β,

de onde segue que Φ(u) = β e então u é um minimizante global. Agora vamos mostrar

que u é uma solução de variação limitada de (0.1). Para todo v ∈ BL0(Ω) e t > 0, note

que pela convexidade de Φ0, temos que

Φ0(u)− ΦF (u) ≤ Φ0((1− t)u+ tv)− ΦF ((1− t)u+ tv)

≤ (1− t)Φ0(u) + tΦ0(v)− ΦF ((1− t)u+ tv).

Então

Φ0(v)− Φ0(u) ≥ 1

t
(ΦF (t(v − u) + u)− ΦF (u))

≥
∫ 1

0

Φ′F (u+ st(v − u))ds(v − u).

Fazendo t→ 0+ temos que u satisfaz (1.6).

Somente nos resta provar que u é uma solução não-trivial de (0.1). Esse é o único

ponto onde a condição (f3) será utilizada. Vamos considerar x0 ⊂ Ω e r, δ > 0 tais que

Br(x0) ⊂ Br+δ(x0) ⊂ Ω. Definamos w : Ω→ R por

w(x) =


0 se x ∈ Ω\Br+δ(x0),

t0 se x ∈ Br(x0),
t0
δ

(r + δ − |x− x0|) se x ∈ Br+δ(x0)\Br(x0).

Observe que w ∈ W 1,1
0 (Ω) e, no sentido das distribuições

∆w = −t0
δ

(N − 1)

|x− x0|
χBr+δ(x0)\Br(x0) +

t0
δ
HN−1

∣∣
∂Br+δ(x0)

− t0
δ
HN−1

∣∣
∂Br(x0)

∈M(Ω).

Então,

Φ(w) =

∫
Ω

|∆w| − λ
∫

Ω

F (x,w) dx

≤
∫

Ω

|∆w| − λ
∫
Br(x0)

F (x, t0) dx,

o que, levando-se em conta (f3), é negativo para λ ≥ λ∗ onde λ∗ é grande o suficiente.

Logo segue que β = inf
BL0(Ω)

Φ < 0 e que u é uma solução não-trivial de (0.1).
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Part II

Aproximação por problemas

envolvendo o operador p−laplaciano
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Chapter 5

Soluções nodais para problemas

envolvendo o operador 1−laplaciano

Nesse caṕıtulo, veremos alguns resultados do trabalho [20] e estudaremos o seguinte

problema  −div

(
Du

|Du|

)
= f(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(0.1)

onde N ≥ 2, Ω ⊂ RN é um aberto, limitado e com fronteira Lipschitz. A não-linearidade

f , por outro lado, satisfaz as seguintes hipóteses:

(f1) f ∈ C0(R);

(f2) existe α > 0 tal que lim sup
|s|→0

f(s)

|s|α
< +∞;

(f3) existem constantes c1, c2 > 0 e q ∈ (1, 1∗) tais que

|f(s)| ≤ c1 + c2|s|q−1, s ∈ R,

onde 1∗ = N/(N − 1);

(f4) existe κ > 1 tal que

0 < κF (s) ≤ f(s)s,

para todo s 6= 0;

(f5) f é crescente para s ∈ R.
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O principal resultado desses caṕıtulo é o seguinte teorema.

Teorema 5.0.1 Suponha que f satisfaça (f1)− (f5). Então existe u0 ∈ BV (Ω), solução

nodal de variação limitada de (0.1). Isto é, existem u0 ∈ BV (Ω) e z ∈ L∞(Ω,RN) tais

que u±0 6= 0, ‖z‖∞ ≤ 1 e 
−div z = f(u0) q.s. em Ω,

(z, Du0) = |Du0| em M(Ω),

[z, ν] ∈ sign(−u0) sobre ∂Ω.

5.1 Preliminares

Nessa seção, em vários argumentos, necessitaremos de uma espécie de Fórmula de Green

para expressões como w div(z), onde z ∈ L∞(Ω,RN), div(z) ∈ LN(Ω) e w ∈ BV (Ω). Para

isso, precisamos lidar com o produto entre z e Dw, o qual denotamos por (z, Dw). Isso

pode ser feito através da pairing theory, desenvolvida por Anzellotti em [6]

Denotemos

XN(Ω) =
{
z ∈ L∞(Ω,RN); div(z) ∈ LN(Ω)

}
.

Para z ∈ XN(Ω) e w ∈ BV (Ω), definimos a distribuição (z, Dw) ∈ D′(Ω) por

〈(z, Dw), ϕ〉 := −
∫

Ω

wϕ div(z)dx−
∫

Ω

wz · ∇ϕdx,

para todo ϕ ∈ D(Ω). Pode ser provado que de fato a distribuição (z, Dw) é gerada por

uma medida de Radon tal que∣∣∣∣∫
B

(z, Dw)

∣∣∣∣ ≤ |z|∞ ∫
B

|Dw|, (1.2)

para todo boreliano B ⊂ Ω.

Para definir um análogo da Fórmula de Green, é necessário descrever o traço do campo

z. De fato, prova-se que existe um operador traço [·, ν] : XN(Ω)→ L∞(∂Ω) tal que

| [z, ν] |L∞(∂Ω) ≤ |z|∞ (1.3)

e, se z ∈ C1(Ωδ,RN),

[z, ν] (x) = z(x) · ν(x) sobre Ωδ,
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onde Ωδ denota uma δ-vizinhança de ∂Ω. Levando em conta essas definições, podemos

provar a seguinte versão da Fórmula de Green, onde z ∈ XN(Ω) e w ∈ BV (Ω),∫
Ω

w div(z)dx+

∫
Ω

(z, Dw) =

∫
∂Ω

[z, ν]wdHN−1. (1.4)

5.2 Demonstração do Teorema 5.0.1

Para p > 1, consideremos o problema −div
(
|∇u|p−2∇u

)
= f(u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(2.5)

cuja forma fraca é dada pela seguinte identidade integral∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx =

∫
Ω

f(u)vdx, ∀v ∈ W 1,p
0 (Ω). (2.6)

Sabe-se que soluções fracas de (2.5) são pontos cŕıticos do funcional energia Ip :

W 1,p
0 (Ω)→ R, dado por

Ip(u) :=
1

p

∫
Ω

|∇u|pdx−
∫

Ω

F (u)dx,

o qual está bem definido para todo 1 < p < N , uma vez que, por (f3),∫
Ω

F (u)dx ≤ c1|u|1 + c3|u|qq,

onde q < N/(N − 1) < pN/(N − p).

Consideremos o funcional Φp : W 1,p
0 (Ω)→ R dado por

Φp(u) := Ip(u) +
p− 1

p
|Ω|

e note que, para cada u tal que Φp(u) está bem definido, (Φp(u))p>1 é não-decrescente.

De fato, se 1 < p1 ≤ p2 < N , então pela Desigualdade de Young com os expoentes p2/p1

and p2/(p2 − p1), temos que∫
Ω

|∇u|p1dx ≤ p1

p2

∫
Ω

|∇u|p2dx+
p2 − p1

p2

|Ω|. (2.7)

Assim, segue que

Φp1(u) =
1

p1

∫
Ω

|∇u|p1dx+
p1 − 1

p1

|Ω| −
∫

Ω

F (u)dx

≤ 1

p1

(
p1

p2

∫
Ω

|∇u|p2dx+
p2 − p1

p2

|Ω|
)

+
p1 − 1

p1

|Ω| −
∫

Ω

F (u)dx

= Φp2(u). (2.8)
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Como Φp e Ip diferem apenas por uma constante, podemos estudar (2.5) desde um

ponto de vista variacional, por meio de ambos os funcionais Ip ou Φp.

Por (f2), para p > 1 suficientemente próximo de 1, a função f satisfaz

lim sup
s→0

f(s)

|s|p
= 0.

Então, para cada tal p, a variedade de Nehari associada a (2.5) está bem definida e é dada

por

N±p = {u ∈ W 1,p
0 (Ω);u± 6= 0 e Φ′p(u

±)u± = 0}.

Pode-se provar que existe up ∈ N±p (ver por exemplo [10]) tal que

Φp(up) = min
v∈N±p

Φp(v) (2.9)

e up é uma solução nodal de (2.5), a qual possui a menor energia entre todas aquelas que

mudam de sinal. Pode-se provar ainda que

Φp(up) = max
t,s>0

Φp(tu
+
p + su−p ). (2.10)

Além disso, para cada u ∈ W 1,p
0 (Ω) tal que u± 6= 0, existem t, s > 0 tais que

tu+ + su− ∈ N±p .

Lema 5.2.1 A famı́lia (Φp(up))p é não-decrescente para p ∈ (1, N).

Demonstração: Seja 1 < p1 ≤ p2 < N , up1 ∈ W
1,p1
0 (Ω) e up2 ∈ W

1,p2
0 (Ω) satisfazendo

(2.9). Como p2 ≥ p1, então W 1,p2
0 (Ω) ⊂ W 1,p1

0 (Ω), de forma que, como u±p2 6= 0, então

existem t, s > 0 tais que

tu+
p2

+ su−p2 ∈ N
±
p1
. (2.11)

Então, de (2.8), (2.9), (2.10) e (2.11), segue que

Φp2(up2) ≥ Φp2(tu
+
p2

+ su−p2)

≥ Φp1(tu
+
p2

+ su−p2)

≥ Φp1(up1).

�

Lema 5.2.2 Para p ∈ (1, N), a famı́lia (up)1<p<p é limitada em BV (Ω).
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Demonstração: Pelo Lema 5.2.1, segue que, para p ∈ (1, N) fixado

Φp(up) ≤ Φp(up) =: C, (2.12)

para todo p ∈ (1, p). Assim, existe C > 0 tal que∫
Ω

|∇up|pdx ≤ C, ∀p ∈ (1, p). (2.13)

De fato, por (f4) e (2.12), note que

C ≥ Φp(up)

= Φp(up)−
1

κ
Φ′p(up)up

=

(
1

p
− 1

κ

)∫
Ω

|∇up|pdx+

∫
Ω

(
1

κ
f(up)up − F (up)

)
dx

≥
(

1

p
− 1

κ

)∫
Ω

|∇up|pdx

≥
(

1

p
− 1

κ

)∫
Ω

|∇up|pdx. (2.14)

Assim, pela desigualdade de Young e (2.14),

‖up‖ =

∫
Ω

|∇up|dx

≤ 1

p

∫
Ω

|∇up|pdx+
p− 1

p
|Ω|

≤ C1.

�

Do último resultado e das imersões compactas de Sobolev, temos que existe u0 ∈

BV (Ω) tal que

up → u0, em Lr(Ω), para todo 1 ≤ r < 1∗, (2.15)

e

up → u0, q.s. em Ω, (2.16)

quando p→ 1+.

Além disso, o Lema 5.2.2 também implica que (ver [3][Proposition 3]) existe z ∈

L∞(Ω,RN), tal que |z|∞ ≤ 1 e

|∇up|p−2∇up ⇀ z, (2.17)

50



em Lr(Ω,RN), quando p→ 1+, para todo 1 ≤ r <∞. Em particular

|∇up|p−2∇up → div z em D′(Ω) (2.18)

quando p → 1+, o que segue considerando ∇ϕ como função teste em (2.17), onde

ϕ ∈ D(Ω).

Note que, de (2.5), (2.15), (2.18) e aplicando o Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue, temos que

−div z = f(u0), em D′(Ω). (2.19)

Lema 5.2.3 A função u0 e o campo vetorial z satisfazem a seguinte igualdade no sentido

de medidas de Radon em Ω,

(z, Du0) = |Du0|.

Demonstração: Primeiramente, note que, como |z|∞ ≤ 1, segue que, (z, Du0) ≤ |Du0|.

De fato, para todo boreliano B ⊂ Ω, por (1.2),∫
B

(z, Du0) ≤
∣∣∣∣∫
B

(z, Du0)

∣∣∣∣
≤ |z|∞

∫
B

|Du0|

≤
∫
B

|Du0|.

Assim, é suficiente mostrarmos a desigualdade contrária, isto é, que para todo ϕ ∈ C1
0(Ω),

ϕ ≥ 0,

〈(z, Du0), ϕ〉 ≥
∫

Ω

ϕ|Du0|. (2.20)

Para isso, vamos considerar upϕ ∈ W 1,p
0 (Ω) como função teste em (2.6). Então obtemos∫

Ω

ϕ|∇up|pdx+

∫
Ω

up|∇up|p−2∇up∇ϕdx =

∫
Ω

f(up)upϕdx. (2.21)

Agora, devemos calcular lim inf quando p→ 1+ em ambos os lados de (2.21). Antes disso,

porém, note que ∫
Ω

ϕ|Du0| ≤ lim inf
p→1+

∫
Ω

|∇up|pϕdx. (2.22)
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De fato, pela desigualdade de Young,∫
Ω

ϕ|Du0| ≤ lim inf
p→1+

∫
Ω

ϕ|∇up|dx

≤ lim inf
p→1+

(
1

p

∫
Ω

ϕ|∇up|pdx+
p− 1

p

∫
Ω

ϕdx

)
= lim inf

p→1+

∫
Ω

ϕ|∇up|pdx.

Além disso, por (2.18), segue que

lim
p→1+

∫
Ω

up|∇up|p−2∇up∇ϕdx =

∫
Ω

u0z∇ϕdx. (2.23)

Finalmente, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue e por (2.15), temos

que

lim
p→1+

∫
Ω

f(up)upϕdx =

∫
Ω

f(u0)u0ϕdx. (2.24)

Então, de (2.19), (2.22), (2.23) e (2.24), segue que

〈(z, Du0), ϕ〉 = −
∫

Ω

ϕu0divz−
∫

Ω

u0z∇ϕdx

=

∫
Ω

f(u0)u0ϕdx−
∫

Ω

u0z∇ϕdx

= lim
p→1+

(∫
Ω

f(up)upϕdx−
∫

Ω

up|∇up|p−2∇up∇ϕdx
)

= lim inf
p→1+

∫
Ω

ϕ|∇up|pdx

≥
∫

Ω

ϕ|Du0|,

o que implica em (2.20) e finaliza a prova. �

Lema 5.2.4 A função u0 satisfaz [z, ν] ∈ sign(−u0) sobre ∂Ω.

Demonstração: Devemos provar que

|u0|+ [z, ν]u0 = 0 on ∂Ω. (2.25)

Mas como, por (1.3)

| [z, ν]u0| ≤ ‖z‖∞|u0| ≤ |u0|,

segue que

|u0|+ [z, ν]u0 ≥ 0 sobre ∂Ω. (2.26)
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Agora, para ϕ ∈ C1
0(Ω), consideremos (up − ϕ) ∈ W 1,p

0 (Ω) como função teste em (2.6).

Então temos que∫
Ω

|∇up|pdx =

∫
Ω

|∇up|p−2∇up∇ϕdx+

∫
Ω

f(up)(up − ϕ)dx. (2.27)

Da desigualdade de Young, pela fórmula de Green, (2.18), (2.19), Lema 6.3.4 e (2.27),

temos que, quando p→ 1+,

p

∫
Ω

|∇up|dx =

∫
Ω

|∇up|pdx+ (p− 1)|Ω|

=

∫
Ω

|∇up|p−2∇up∇ϕdx+

∫
Ω

f(up)(up − ϕ)dx+ (p− 1)|Ω|

=

∫
Ω

z · ∇ϕdx+

∫
Ω

f(u)(u− ϕ)dx+ o(1)

= −
∫

Ω

ϕdivz−
∫

Ω

f(u0)ϕdx+

∫
Ω

f(u0)u0dx+ o(1)

=

∫
Ω

f(u0)u0dx+ o(1)

= −
∫

Ω

u0divz + o(1)

=

∫
Ω

(z, Du0)−
∫
∂Ω

[z, ν]udHN−1

=

∫
Ω

|Du0| −
∫
∂Ω

[z, ν]u0dHN−1. (2.28)

Assim, de (2.28) e pela semicontinuidade inferior da norma de BV (Ω) com respeito à

convergência de L1(Ω), segue que∫
∂Ω

(|u0|+ [z, ν]u0) dHN−1 ≤ 0. (2.29)

Então, levando em conta (2.26) e (2.29), obtemos que

|u0|+ [z, ν]u0 = 0 sobre ∂Ω,

de onde segue o resultado. �

Até agora, de (2.19) e pelos Lemas 5.2.3 e 5.2.4, encontramos u0 ∈ BV (Ω), para o

qual existe z ∈ XN(Ω) tal que |z|∞ ≤ 1 e
−div (z) = f(u0) em D′(Ω),

(z, Du0) = |Du0| em M(Ω),

[z, ν] ∈ sign(−u0) sobre ∂Ω.

(2.30)
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Resta então demonstrar que u0 6= 0. Para isso, devemos introduzir o funcional energia

Φ : BV (Ω)→ R dado por

Φ(u) = ‖u‖ −
∫

Ω

F (u)dx.

Primeiramente, note que pela desigualdade de Young, Φ(u) ≤ Φp(u) para todo u ∈

W 1,p
0 (Ω). Além disso,

lim
p→1+

Φp(up) = Φ(u0). (2.31)

De fato, como u0 satisfaz (2.30), note que, quando p→ 1+,

‖u0‖ =

∫
Ω

|Du0|+
∫
∂Ω

|u0|dHN−1

=

∫
Ω

(z, Du0)−
∫
∂Ω

u0 [z, ν] dHN−1

= −
∫

Ω

u0 divz dx

=

∫
Ω

f(u0)u0dx

=
1

p

∫
Ω

f(up)updx+ o(1)

=
1

p

∫
Ω

|∇up|pdx+ o(1). (2.32)

Além disso, por (f3), (2.15) e pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

quando p→ 1+, ∫
Ω

F (u0)dx =

∫
Ω

F (up)dx+ o(1). (2.33)

Assim, (2.32) e (2.33) implicam em (2.31).

Note que, por (f2)′ e (f3), para todo ε > 0, existe uma constante positiva Cε > 0 tal

que

|f(s)s| ≤ ε|s|+ Cε|s|q, ∀s ∈ R.

Então,

Φ(u) ≥ (1− ε)‖u‖ − C‖u‖q.

Consideremos ε > 0 tal que 1 − ε > 1/2. Então, se ‖u‖ ≤ ρ, onde 0 < ρ <(
(1− ε)− 1/2

Cε

) 1
q−1

, segue que

Φ(u) ≥ ‖u‖
2
. (2.34)
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Então, como o fato de up pertencer ao conjunto de Nehari nodal N±p implica que u±p ∈ Np,

segue que s = 1 é o ponto de máximo da função s 7→ Φp(su
±
p ). Assim, para todo p ∈ (1, p),

Φp(u
±
p ) ≥ Φp

(
ρu±p
‖u±p ‖

)
(2.35)

≥ Φ

(
ρu±p
‖u±p ‖

)
(2.36)

≥ ρ

2
, (2.37)

onde usamos (2.34) e ainda o fato de que up ∈ W 1,p
0 (Ω) ↪→ BV (Ω). Assim,

ρ

2
≤ Φp(u

±
p ) =

∫
Ω

(
1

p
f(u±p )u±p − F (u±p )

)
dx (2.38)

para todo p ∈ (1, p). Dessa forma, se u±p → 0 in BV (Ω), então (f3) e o Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue implicam que (2.38) não valeria. Assim, u±0 6= 0.

Isso finaliza a demonstração do Teorema 5.0.1.
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Chapter 6

Método de sub-supersolução para

problemas envolvendo o operador

1-laplaciano

Nesse caṕıtulo, abordamos os resultados do trabalho [21]. Mais especificamente,

estudamos resultados de existência de solução para o seguinte problema
−div

(
Du

|Du|

)
+ |Du| = a(x)u+ h(x, u) em Ω,

u ≥ 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(0.1)

onde N ≥ 2 e Ω ⊂ RN é um aberto, limitado e com fronteira Lipschitz.

Dizemos que uma função 0 ≤ u ∈ BV (Ω) é uma solução de (0.1), seDju = 0 (ondeDju

é a jump part da derivada distribucional Du) e se existe um campo vetorial z ∈ DM∞(Ω)

com |z|∞ ≤ 1, tal que
−div z + |Du| = a(x)u+ h(x, u) em D′(Ω)

(z, Du) = |Du| como medida em Ω

u = 0 sobre ∂Ω.

(0.2)

Em [31], usando o método de sub-supersolução, os autores lidaram com um problema

relacionado a (0.1), considerando o operador p−laplaciano, com 1 < p <∞, sem o termo

gradiente.
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Ao longo desse caṕıtulo, vamos supor que a função a satisfaça a seguinte condição

(a1) a ∈ L∞(Ω), a ≥ 0 e a 6= 0.

Ainda, h é considerado uma função C1, não decrescente na variável t ∈ R, mensurável em

x ∈ Ω, que satisfaz

(h1) h(x, 0) ≥ a(x) q.s. em Ω.

(h2) Existe 1 < r < 1∗ tal que

h(x, t) ≤ a(x)(tr−1 + 1), para todo t ≥ 0 e para quase todo x ∈ Ω.

Observação 6.0.1 Observe que, uma vez que h(x, t) é não-decrescente na segunda

variável, (h1) implica que

h(x, t) ≥ h(x, 0) ≥ a(x) ≥ (1− t)a(x),

para todo t ≥ 0 e para quase todo x ∈ Ω.

Nosso principal resultado é o seguinte teorema.

Teorema 6.0.2 Suponha que as condições (a1), (h1) e (h2) valham. Então, se |a|∞ é

pequeno o suficiente, então o problema (0.1) possui uma solução positiva, ou seja, existem

u ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω), u > 0 e um campo vetorial z ∈ DM∞(Ω), tal que Dju = 0 e (0.2)

é satisfeita.

Para provar esse resultado, vamos aplicar o método de sub-supersolução. Esse método

consiste em dar uma definição precisa para o que vem a ser uma sub-supersolução para

(0.1) e, então, usando uma versão do Prinćıpio de Comparação provado em [24], aplicar o

Método de Iteração Monotônica, de forma a provar que entre uma sub e uma supersolução,

existe uma solução.
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6.1 Decomposição de Du, a Regra da Cadeia em BV

e a Fórmula de Green generalizada

Dada u ∈ BV (Ω), sabemos que podemos usar o Teorema de Radon-Nikodym para

decompor Du como

Du = Dau+Dsu,

ondeDau é absolutamente cont́ınua com respeito à medida de Lebesgue LN , enquantoDsu

é singular com respeito à essa medida. Entretanto, nesse caṕıtulo, precisamos estudar de

maneira mais profunda a medida Dsu, lidando com as Jump part e Cantor part, denotadas

Dju e Dcu, respectivamente. Para defini-las, vamos seguir [1]. Primeiramente, para um

dado u ∈ BV (Ω), dizemos que x ∈ Ω é um Lebesgue point para u, se existir ũ(x) tal que

lim
ρ→0

1

ρN

∫
Bρ(x)

|u(y)− ũ(x)|dy = 0. (1.3)

Denotamos por Su o conjunto dos pontos de Ω, os quais não são Lebesgue points, ou seja,

x ∈ Ω\Su se e somente se existe ũ(x) tal que (1.3) se verifica.

Para uma função u ∈ BV (Ω), dizemos que x ∈ Ω é um approximate jump point se

existirem reais u−(x) < u+(x) e um vetor νu ∈ SN−1 tal que

lim
ρ→0

1

ρN

∫
B±ρ (x)

|u(y)− u±(x)|dy = 0,

onde B+
ρ (x) = {y ∈ Bρ(x); 〈y − x, νu〉 > 0} and B−ρ (x) = {y ∈ Bρ(x); 〈y − x, νu〉 < 0}. O

conjunto dos jump points de u é denotado por Ju. Pelo Teorema de Federer-Vol’pert (ver

[1][Theorem 3.78]), para todo u ∈ BV (Ω), Su é enumerável e HN−1−retificável, ou seja,

existe uma quantidade enumerável de hipersuperf́ıcies Lipschitz Γk tais que

HN−1

(
Su\

⋃
k∈N

Γk

)
= 0.

Além disso, HN−1(Su\Ju) = 0. Denotamos

Dju = DsubJu e Dcu = Dsub(Ω\Su),

como Jump e Cantor parts de Du, respectivamente. A jump part Dju pode também ser

caracterizada como

Dj(u) = (u+ − u−)νuHN−1bJu.
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Para um dado u ∈ BV (Ω), em vários resultados, é necessário se trabalhar com um

representante que surja como o limite de convoluções de u com funções regularizantes.

Esse é o chamado precise representative de u, denotado por u∗ e é definido como sendo

igual a ũ(x), para x ∈ Ω\Su e (u+(x) + u−(x))/2, se x ∈ Ju. Assim, se (ρε)ε>0 é uma

famı́lia de funções regularizantes, então u ? ρε → u∗ pontualmente, quando ε→ 0+.

Para a abordagem que vamos seguir, será ainda muito importante usar uma versão da

Regra da Cadeia para funções em BV (Ω).

Teorema 6.1.1 (ver [1][Theorem 3.96) Seja u ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω) e g ∈ C1(R) uma

função lipschitziana. Então (g ◦ u) ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω) e

Da(g ◦ u) = g′(ũ)Dau,

Dc(g ◦ u) = g′(ũ)Dcu,

enquanto

Dj(g ◦ u) =
(
g(u+)− g(u−)

)
νuHN−1bJu.

Enquanto o representante preciso de u ∈ BV (Ω) é útil para propósitos de

regularização, existe um outro representante, o qual se comporta melhor com respeito

à Regra da Cadeia em BV (Ω). Para g ∈ C1(R) e u ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω), pelo Teorema

6.1.1 segue que g(u) ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω). Além disso, definindo g(w)] como

g(w)](x) =


g(w̃(x)), se x ∈ Ω\Sw,

1

w+(x)− w−(x)

∫ w+(x)

w−(x)

g(r)dr, se x ∈ Jw,

podemos unificar a notação da Regra da Cadeia, escrevendo

D(g(w)) = g′(w)]Dw. (1.4)

Vamos enunciar a seguir uma Fórmula de Green para expressões como w div(z), onde

z ∈ L∞(Ω,RN), div(z) ∈M(Ω) e w ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω). Vamos denotar

DM∞ =
{
z ∈ L∞(Ω,RN); div(z) ∈M(Ω)

}
.
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Para z ∈ DM∞ e w ∈ BV (Ω)∩L∞(Ω), definimos a distribuição (z, Dw) : D(Ω)→ R

como

〈(z, Dw), ϕ〉 := −
∫

Ω

w∗ϕdiv(z)−
∫

Ω

wz · ∇ϕdx,

para toda ϕ ∈ D(Ω). Com essa definição, pode-se provar que (z, Dw) é uma medida de

Radon, tal que ∣∣∣∣∫
B

(z, Dw)

∣∣∣∣ ≤ |z|∞|Dw|(B),

para todo boreliano B ⊂ Ω.

Para definir um análogo da Fórmula de Green, é necessário também descrever o traço

do produto escalar de z pelo campo normal exterior em ∂Ω. De fato, existe um operador

γ : DM∞(Ω)→ L∞(∂Ω) tal que

|γ(z)|L∞(∂Ω) ≤ |z|∞

e, se z ∈ C1(Ω,RN),

γ(z)(x) = z(x) · ν(x),

sobre ∂Ω. Denotaremos γ(z) simplesmente por [z, ν]. Com essas definições, pode

ser provado que a seguinte Fórmula de Green vale para todo z ∈ DM∞(Ω) e w ∈

BV (Ω) ∩ L∞(Ω), ∫
Ω

w∗div(z) +

∫
Ω

(z, Dw) =

∫
∂Ω

[z, ν]wdHN−1. (1.5)

Pode ainda ser provado a seguinte fórmula do produto (no sentido das distribuições) por

z ∈ DM∞(Ω) e w ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω),

div(wz) = (z, Dw) + w∗div(z). (1.6)

6.2 Resultados técnicos

Dizemos que (u, u) é um par de sub-supersolução para (0.1) se, u, u ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω),

Dju = Dju = 0, 0 < u ≤ u e existem campos vetoriais z, z ∈ DM∞(Ω), com

|z|∞, |z|∞ ≤ 1, tais que
−div z + |Du| ≤ a(x)u+ h(x, u) em D′(Ω),

(z, Du) = |Du| em M(Ω),
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e 
−div z + |Du| ≥ a(x)u+ h(x, u) em D′(Ω),

(z, Du) = |Du| em M(Ω).

O próximo resultado é muito importante para que possamos utilizar o método de

sub-supersoluções.

Lema 6.2.1 Seja Ω ⊂ RN um aberto, limitado e com fronteira Lipschitz e seja b uma

função não-negativa em Lq(Ω), para q > N . Então existe pelo menos uma solução para o

problema  −div

(
Du

|Du|

)
+ |Du| = b(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

(2.7)

Além disso, se

|b|q ≤
(
S|Ω|

1
q′−

N−1
N

)−1

, (2.8)

então existe uma constante C = C(N,Ω, q) tal que

|u|∞ ≤ C|b|
1

p0−1
q , (2.9)

onde p0 é tal que 1 < p0 <
N

q′(N − 1)
, o qual existe, uma vez que q > N .

Demonstração: Como podemos ver em [24][Theorem 3.2], existe uma solução não-

negativa de (2.7), o qual pode ser encontrado como o limite, quando p→ 1+, das soluções

do seguinte problema  −∆pu+ |∇u|p = b(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.
(2.10)

Seja up ∈ W 1,p
0 (Ω) uma solução fraca não-negativa, de (2.10), isto é, uma função tal que∫

Ω

|∇up|p−2∇up · ∇w +

∫
Ω

|∇up|pw =

∫
Ω

bw, (2.11)

para todo w ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω). Para k > 0, definamos a função real

Tk(s) =


k, se s > k,

s, se |s| ≤ k,

−k, se s < −k.
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Para estabelecer uma estimativa L∞, vamos usar o Lema de Stampacchia (ver [33][Lemme

4.1]) na função real k 7→ |Apk|, onde

Apk := {x ∈ Ω; up(x) > k}.

Para isso, vamos necessitar de algumas estimativas em |Apk|, as quais obtemos considerando

como função teste em (2.11), a função Gk(up), onde, para k > 0, Gk(s) := s − Tk(s).

Primeiramente, note que

∇Gk(up)(x) =

 ∇up(x), se |up(x)| > k,

0, se |up(x)| ≤ k,

a qual implica que ∫
Ω

|∇up|p−2∇up · ∇Gk(up) =

∫
Ω

|∇Gk(up)|p. (2.12)

Usando Gk(up) como função teste em (2.11) e levando em conta (2.12), temos que∫
Ω

|∇Gk(up)|p ≤
∫

Ω

|∇Gk(up)|p +

∫
Ω

|∇up|pGk(up)

=

∫
Ω

bGk(up)

≤ |b|q

(∫
Apk

|Gk(up)|q
′

) 1
q′

≤ |b|q|Apk|
1
q′−

N−1
N

(∫
Ω

|Gk(up)|
N
N−1

)N−1
N

, (2.13)

onde usamos a Desigualdade de Hölder várias vezes acima. Pelas imersões cont́ınuas de

W 1,1(Ω) em L
N
N−1 (Ω) e, novamente, pela Desigualdade de Hölder, temos que∫
Ω

|∇Gk(up)|p ≤ |b|q|Apk|
1
q′−

N−1
N S

∫
Ω

|∇Gk(up)|

≤ |b|q|Apk|
1
q′−

N−1
N S|Ω|

p−1
p

(∫
Ω

|∇Gk(up)|p
) 1

p

,

onde S é a melhor constante para a imersão de W 1,1(Ω) em L
N
N−1 (Ω).

Essa última desigualdade implica que(∫
Ω

|∇Gk(up)|p
) p−1

p

≤ |b|q|Apk|
1
q′−

N−1
N S|Ω|

p−1
p . (2.14)
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De (2.14) e (2.8) e, para p0 tal que 1 < p0 <
N

q′(N − 1)
(o qual existe uma vez que q > N),

segue que (∫
Ω

|∇Gk(up)|p
) 1

p

≤
(
|b|q|Apk|

1
q′−

N−1
N S

) 1
p−1 |Ω|

1
p

≤
(
|b|q|Apk|

1
q′−

N−1
N S

) 1
p0−1 |Ω|

1
p . (2.15)

Usando novamente a Desigualdade de Hölder,∫
Ω

|∇Gk(up)| ≤
(∫

Ω

|∇Gk(up)|p
) 1

p

|Ω|
p−1
p . (2.16)

De (2.15) e (2.16), temos que∫
Ω

|∇Gk(up)| ≤
(

(|b|qS)
1

p0−1 |Ω|
)
|Apk|

(
1

p0−1

)(
1
q′−

N−1
N

)
. (2.17)

Novamente pela imersão cont́ınua W 1,1(Ω) ↪→ L
N
N−1 (Ω), de (2.17) segue que∫

Ω

|Gk(up)|
N
N−1 ≤ C(N,Ω)|b|

N
(p0−1)(N−1)
q |Apk|

(
1

p0−1

)(
N

q′(N−1)
−1

)
. (2.18)

Consideremos l > k ≥ 0 e, note que, em Apl , Gk(up) ≥ (l − k). Desse fato e de (2.18),

temos que

(l − k)
N
N−1 |Apl | ≤

∫
Apl

|Gk(up)|
N
N−1

≤
(
C(N,Ω)|b|

N
(p0−1)(N−1)
q

)
|Apk|

(
1

p0−1

)(
N

q′(N−1)
−1

)
,

de onde segue que

|Apl | ≤
C(N,Ω)|b|

N
(p0−1)(N−1)
q

(l − k)
N
N−1

|Apk|
(

1
p0−1

)(
N

q′(N−1)
−1

)
, (2.19)

para todo l > k > 0 e p ∈ (1, p0). A desigualdade (2.19) e o fato de que

β =
1

p0 − 1

(
N

q′(N − 1)
− 1

)
> 1,

nos permite usar o Lema de Stampacchia (ver [33][Lemme 4.1]), o qual implica que, para

todo 1 < p < p0,

|Apd(p)| = 0,
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onde

d(p) = 2
β
β−1C1(N,Ω)|b|

1
p0−1
q |Ap0|β−1.

Assim, temos que

‖up‖∞ ≤ d(p)

≤ C2(N,Ω, q)|b|
1

p0−1
q |Ap0|β−1

≤ C2(N,Ω, q)|b|
1

p0−1
q |Ω|β−1

≤ C(N,Ω, q)|b|
1

p0−1
q ,

o que finaliza a demonstração. �

Lema 6.2.2 Sejam c e d duas função não-negativas em L1(Ω) com c ≤ d q.s. em Ω.

Considere os problemas −div

(
Du1

|Du1|

)
+ |Du1| = c(x) em Ω,

u1 = 0 sobre ∂Ω,

e  −div

(
Du2

|Du2|

)
+ |Du2| = d(x) em Ω,

u2 = 0 sobre ∂Ω.

Se u1 for uma solução do primeiro problema e u2, do segundo, então u1 ≤ u2 q.s. em Ω.

Demonstração: Ver [24, Theorem 3.5]. �

Observação 6.2.3 Uma consequência direta do último resultado é que a solução

mencionada no Lema 6.2.1 é única.

Lema 6.2.4 Suponha que valham (a1), (h1) e (h2). Se a função a é tal que |a|∞ é pequeno

o suficiente, então existem u, u ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω) tais que

i) 0 ≤ u(x) ≤ u(x) q.s. em Ω with u 6= 0.

ii) u é uma subsolução e u é uma supersolução de (0.1).
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Demonstração: Seja u ∈ BV (Ω) a única solução não-negativa de −div

(
Du

|Du|

)
+ |Du| = a(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

(2.20)

Pelo Lema 6.2.1, se

|a|∞ ≤
(
S|Ω|

2
q
−N−1

N

)−1

então a satisfaz (2.8) e, pelo Lema 6.2.1, u ∈ L∞(Ω).

Para provar i), primeiramente, consideremos η > 0 fixo e tal que

0 < η|Ω|
1
q <

1

2

(
S|Ω|

1
q′−

N−1
N

)−1

. (2.21)

Agora, consideremos u ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω), a única solução do problema −div

(
Du

|Du|

)
+ |Du| = η + a(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

(2.22)

Então, do Lema 6.2.2, conclúımos que 0 ≤ u(x) ≤ u(x) q.s. em Ω com u 6= 0, o que

prova a condição (i).

Para provar (ii), note que, usando a definição de u e a Observação 6.0.1, temos que,

−div

(
Du

|Du|

)
+ |Du| − a(x)u− h(x, u) ≤ a(x)− a(x)u− h(x, u)

≤ (1− u)a(x)− (1− u)a(x)

= 0,

o que implica que u é uma subsolução de (0.1).

Como u é uma solução de (2.22), então (h2) implica que

−div

(
Du

|Du|

)
+ |Du| − a(x)u− h(x, u) = (η + a(x))− a(x)u− h(x, u)

≥ (η + a(x))− a(x)u− a(x)− a(x)ur−1

≥ η − |a|∞(|u|∞ + |u|r−1
∞ ). (2.23)

Se a ∈ L∞(Ω) for tal que

0 < |a|∞|Ω|
1
q <

1

2

(
S|Ω|

1
q′−

N−1
N

)−1

, (2.24)
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então, por (2.21), (2.24) e pela Desigualdade de Minkowski, temos que

|η + a(·)|q ≤
(
S|Ω|

1
q′−

N−1
N

)−1

.

Da última desigualdade e do Lema 6.2.1, temos que

|u|∞ ≤ C
(
S|Ω|

1
q′−

N−1
N

) −1
p0−1

. (2.25)

Por (2.23) e (2.25), segue que

−div

(
Du

|Du|

)
+ |Du| − a(x)u− h(x, u) ≥ η − |a|∞

(
C
(
S|Ω|

1
q′−

N−1
N

) −1
p0−1

+Cr−1
(
S|Ω|

1
q′−

N−1
N

) 1−r
p0−1

)
. (2.26)

Consideremos a função real

g(t) = η − t
(
C
(
S|Ω|

1
q′−

N−1
N

) −1
p0−1

+ Cr−1
(
S|Ω|

1
q′−

N−1
N

) 1−r
p0−1

)
.

Note que g(0) = η > 0 e g é cont́ınua em t = 0. Então, por continuidade, existe ν > 0 tal

que

g(t) > 0, ∀t ∈ [0, ν). (2.27)

Se considerarmos a função a tal que (2.24) vale e ainda tal que |a|∞ ∈ [0, ν), temos de

(2.26) e (2.27), que u é uma supersolução de (0.1).

�

6.3 Demonstração do Teorema 6.0.2

Seja (u, u) um par de sub-supersoluções dados pelo Lema 6.2.4. Para provar o Teorema

6.0.2, usamos o Método da Iteração Monotônica para mostrar que, entre (u, u), existe

uma solução de (0.1). Para simplificar a notação, para x ∈ Ω and t ∈ R, denotemos

f(x, t) = a(x)t+ h(x, t).

Definimos

f̃(x, t) =


f(x, u(x)), se t > u(x),

f(x, t), se u(x) ≤ t ≤ u(x),

f(x, u(x)), se t < u(x)
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e note que, como a ≥ 0 e t 7→ h(x, t) é não-decrescente, segue que t 7→ f̃(x, t) é não-

decrescente.

Seja u0 = u e considere o seguinte problema
−div

(
Du1

|Du1|

)
+ |Du1| = f̃(x, u0) em D′(Ω),

u1 = 0 sobre ∂Ω.

(3.28)

Por [24][Theorem 3.2], existe u1 uma solução de (3.28), isto é, uma função u1 ∈

BV (Ω)∩L∞(Ω) tal que Dju1 = 0, e um campo vetorial z1 ∈ DM∞(Ω) tal que |z1|∞ ≤ 1

e 

−div z1 + |Du1| = f̃(x, u0) em D′(Ω),

(z1, Du1) = |Du1| em M(Ω),

u1 = 0 sobre ∂Ω.

Como u0 = u é uma subsolução de (0.1), então existe um campo vetorial z0 ∈ DM∞(Ω)

tal que |z0|∞ ≤ 1 e 
−div z0 + |Du0| ≤ f(x, u0) em D′(Ω),

(z0, Du0) = |Du0| em M(Ω),

Então, no sentido das distribuições,

−div z0 + |Du0| ≤ f(x, u0)

= f̃(x, u0)

= −div z1 + |Du1|

e, assim, pelo Prinćıpio da Comparação (ver [24][Theorem 3.5]), segue que

u0 ≤ u1 q.s. em Ω.
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Como u é uma supersolução de (0.1), segue que, no sentido das distribuições,

−div z1 + |Du1| = f̃(x, u0)

≤ f̃(x, u)

= f(x, u)

≤ −div z + |Du|.

Então, novamente pelo Prinćıpio da Comparação, segue que u1 ≤ u q.s. em Ω. Assim,

u0 ≤ u1 ≤ u q.s. em Ω.

Pelos argumentos precedentes, para um dado k ∈ N e uma função uk ∈ BV (Ω), tal

que Djuk = 0, 

−div

(
Duk
|Duk|

)
+ |Duk| = f̃(x, uk−1) em D′(Ω),

(zk, Duk) = |Duk| em M(Ω),

uk = 0 sobre ∂Ω

(3.29)

e tal que

u ≤ uk−1 ≤ uk ≤ u q.s. em Ω,

existe uma função uk+1 ∈ BV (Ω) tal que Djuk+1 = 0 e um campo vetorial zk+1 ∈

DM∞(Ω) tal que |zk+1|∞ ≤ 1,

−div zk+1 + |Duk+1| = f̃(x, uk) em D′(Ω),

(zk+1, Duk+1) = |Duk+1| em M(Ω),

uk+1 = 0 sobre ∂Ω

(3.30)

e

0 ≤ u ≤ u1 ≤ u2 ≤ ... ≤ uk ≤ uk+1 ≤ u q.s. em Ω. (3.31)

Lema 6.3.1 A sequência (uk)k∈N é limitada em BV (Ω).
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Demonstração: Vamos usar u∗k+1 ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω) como função teste em (3.30).

Aplicando a Fórmula de Green (ver (1.4)), segue que, para todo k ∈ N,∫
Ω

|Duk+1| ≤
∫

Ω

(1 + u∗k+1)|Duk+1|

=

∫
Ω

(zk+1, Duk+1) +

∫
Ω

u∗k+1|Duk+1|

= −
∫

Ω

u∗k+1divzk+1 +

∫
Ω

u∗k+1|Duk+1|

=

∫
Ω

f̃(x, uk)uk+1dx

≤ |u|∞
∫

Ω

f(x, u)dx.

Da última desigualdade, vemos que (uk) é uma sequência limitada em BV (Ω).

�

Pelo último resultado e pelas imersões de BV (Ω), segue que existe u ∈ BV (Ω) tal que

uk → u em Lq(Ω), quando k → +∞, (3.32)

para todo q ∈ [1, 1∗).

De agora em diante, para mostrar que a função u é de fato uma solução de (0.1),

seguiremos os argumentos constantes em [26].

Vamos estudar o comportamento da sequência de campo de vetores (zk)k∈N em

L1(Ω,RN). Primeiramente, note que é uma sequência limitada em L∞(Ω,RN). Então,

existe z ∈ L∞(Ω,RN) (que de fato satisfaz |z|∞ ≤ 1), tal que

zk
∗
⇀ z em L∞(Ω,RN).

Isso, por outro lado, implica que zk ⇀ z in L1(Ω,RN), isto é, para todo ψ ∈ L∞(Ω,RN),∫
Ω

zk · ψdx→
∫

Ω

z · ψdx, quando k → +∞. (3.33)

Note que, para todo ϕ ∈ C∞c (Ω), como ∇ϕ ∈ L∞(Ω,RN), por (3.33), temos que∫
Ω

zk · ∇φdx→
∫

Ω

z · ∇φdx, as k → +∞,

de onde segue que

div zk → div z, em D′(Ω). (3.34)

Lema 6.3.2 O campo vetorial z pertence a DM∞(Ω).
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Demonstração: De (3.30), (3.32), (3.34) e da semicontinuidade inferior da norma de

BV (Ω) com respeito à convergência de L1(Ω), segue que

−div z + |Du| ≤ f̃(x, u) em D′(Ω). (3.35)

Assim, z ∈ DM∞(Ω). �

O próximo resultado é crucial para provar que u é de fato uma solução do problema

que estamos estudando.

Lema 6.3.3 A função u satisfaz

−div z + |Du| = f(x, u) em D′(Ω). (3.36)

Demonstração: Primeiramente, vamos descobrir que problema a função e−uk+1 satisfaz.

Note que, pela Regra da Cadeia para BV (Ω) (ver (6.1.1)), como t 7→ e−t é diferenciável,

D(e−uk+1) = (e−uk+1)∗Duk+1.

Então, e−uk+1 ∈ BV (Ω). Ainda, do fato de que uk é uma função não-negativa, vemos que

e−uk+1 ∈ L∞(Ω). Então podemos aplicar a fórmula do produto (1.6), de forma que

−div (e−uk+1zk+1) = div ((1− e−uk+1)zk+1)− div zk+1

=
(
zk+1, D(1− e−uk+1)

)
+ (1− e−uk+1)∗div zk+1 − div zk+1

=
∣∣D(1− e−uk+1)

∣∣− (e−uk+1)∗div zk+1

= (e−uk+1)∗|Duk+1|+ (e−uk+1)∗
(
f̃(x, uk)− |Duk+1|

)
= (e−uk+1)f̃(x, uk), (3.37)

em D′(Ω) (na igualdade acima, usamos o fato de que (zk+1, D(1− e−uk+1)) =

|D(1− e−uk+1)|, o que pode ser provado como em [26][Remark 3.4]).

Agora, calculando o limite quando k → +∞ em ambos os lados de (3.37), temos que,

no sentido das distribuições

−div (e−uk+1zk+1)→ −div (e−uz), (3.38)
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como uk → u in L1(Ω) e zk+1 ⇀ z in L1(Ω,RN). Além disso,

(e−uk+1)f̃(x, uk)→ (e−u)f̃(x, u), (3.39)

uma vez que uk → u em L1(Ω).

Assim, por (3.37), (3.38) e (3.39), temos que

−div (e−uz) = (e−u)f̃(x, u) em D′(Ω). (3.40)

Levando em conta (3.35), (3.40) e pela Regra da Cadeia (1.4), temos que, em D′(Ω),

−div (e−uz) = −(e−u)]div z−
(
z,D(e−u)]

)
≤ (e−u)f̃(x, u)− (e−u)]|Du| −

(
z,D(e−u)]

)
≤ (e−u)f̃(x, u)− (e−u)]|Du|+

∣∣D(e−u)
∣∣

= (e−u)f̃(x, u)

= −div (e−uz).

Então todas essas desigualdades são, em verdade, igualdades. Em particular,

−(e−u)]div z−
(
z,D(e−u)]

)
= (e−u)f̃(x, u)− (e−u)]|Du| −

(
z,D(e−u)]

)
e então

(e−u)] (−div z + |Du|) = (e−u)f̃(x, u) in D′(Ω).

Isso, por outro lado, implica que

−div z + |Du| = f̃(x, u) = f(x, u) em D′(Ω)

e isso finaliza a demonstração. �

Vamos agora demontrar outra condição que u satisfaz.

Lema 6.3.4 A função u e o campo vetorial z satisfazem a seguinte igualdade, no sentido

das medidas em Ω,

(z, Du) = |Du|.
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Demonstração: Seja ϕ ∈ D(Ω), ϕ ≥ 0. Primeiramente, note que∫
Ω

ϕu]|Du| ≤ lim inf
k→+∞

∫
Ω

ϕuk+1|Duk+1|. (3.41)

De fato, note que g(s) = s2 é uma função de classe C1, de forma que, pela Regra da

Cadeia (6.1.1), temos que, para todo w ∈ BV (Ω), g(w) ∈ BV (Ω) e

D(g(w)) = g′(w)]Dw,

isto é.,

D(w2) = 2w]Dw. (3.42)

Então, como Djuk+1 = 0 e u, uk+1 ≥ 0 para todo k ∈ N, segue que |D(u2)| = 2u]|Du| e

|D(u2
k+1)| = 2uk+1|Duk+1|. Além disso, como uk+1 → u in L1(Ω), então u2

k+1 → u2 em

L1(Ω). De fato,∫
Ω

|u2 − u2
k+1|dx =

∫
Ω

|u− uk+1||u+ uk+1|dx ≤ 2|u|∞
∫

Ω

|u− uk+1|dx = ok(1),

quando k → +∞. Então, da semicontinuidade inferior da norma de BV (Ω) com respeito

à convergência em L1(Ω), temos (3.41).

Em (3.30), consideremos ϕuk+1 como função teste. Então

−
∫

Ω

uk+1ϕdiv zk+1 +

∫
Ω

uk+1ϕ|Duk+1| =
∫

Ω

f̃(x, uk)uk+1ϕdx.

Por (1.6),

〈(zk+1, Duk+1) , ϕ〉+

∫
Ω

uk+1ϕ|Duk+1| =

∫
Ω

ϕdiv (uk+1zk+1)

+

∫
Ω

f̃(x, uk)uk+1ϕdx.

Como (zk+1, Duk+1) = |Duk+1|, calculando o limite, quando k → +∞, usando a

semicontinuidade inferior da norma de BV (Ω) com respeito à convergência de L1(Ω)

e por (3.41), segue que∫
Ω

ϕ|Du| ≤
∫

Ω

f̃(x, u)uϕdx+

∫
Ω

ϕdiv (uz)−
∫

Ω

uϕ|Du|

=

∫
Ω

ϕ (div (uz)− udiv (z)) +

∫
Ω

uϕ|Du| −
∫

Ω

u]ϕ|Du|

= 〈(z, Du) , ϕ〉,
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onde foi usado que u] é igual ao representante preciso de u (lembre-se que g(w)] coincide

com o representante preciso se g é uma função afim). Então

|Du| ≤ (z, Du) , em M(Ω),

o que implica que de fato (z, Du) = |Du|, já que a desigualdade contrária segue de

[26][Proposition 2.1] e do fato de que |z|∞ ≤ 1.

�

Lema 6.3.5 A função u satisfaz

Dju = 0.

Demonstração: Como Dju é absolutamente cont́ınuo com respeito à medida HN−1,

por [16][Section 5.9], existe uma quantidade enumerável de hipersuperf́ıcies de classe C1,

{Γk}k∈N, tais que

HN−1 (Ju\ ∪∞k=1 Γk) = 0.

Então, é suficiente mostrarmos que

|Dju|(Γk) = 0, ∀k ∈ N. (3.43)

Para isso, é suficiente provar que, para todo x0 ∈ Γk, existe um aberto U , tal que x0 ∈ U

e

|Dju|(U ∩ Γk) = 0. (3.44)

De fato, supondo (3.44), segue que, para todo compacto K ⊂ Γk, |Dju|(K) = 0, o que

implica em (3.43).

Para mostrar (3.44), vamos escolher um vetor normal ν, tal que ν(x) = νu(x), q.s. em

Γk∩Ju, com respeito à medida HN−1. Então, considere U um aberto com fronteira suave,

tal que x0 ∈ U e U ∩ Γk ⊂ Ω. Seja n0 ∈ N tal que x+ tν(x) 6∈ ∂Ω, para todo x ∈ U ∩ Γk

e t ∈ (−1/n0, 1/n0). Agora, para cada n ≥ n0, seja

Un =

{
x+ tν(x); x ∈ U ∩ Γk, |t| <

1

n

}
,
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e note que ⋂
n≥n0

Un = U ∩ Γk.

Além disso, para uso futuro, vamos dividir ∂Un em três partes

∂Un = E+
n ∪ E−n ∪ E0

n,

onde

E±n ⊂
{
x± 1

n
ν(x); x ∈ U ∩ Γk

}
.

E+
n

E−
n

E0
n

E0
n

Γk

U
Un

Como a igualdade em (3.36) pode ser vista no sentido das medidas, segue que, depois

de multiplicar ambos os lados por u∗,

−
∫
Un

u∗div(z) +

∫
Un

u∗|Du| =
∫
Un

f(x, u)udx.

Pela Fórmula de Green (1.4) e pelo Lema 6.3.4, segue que∫
Un

|Du| −
∫
∂Un

u[z, η]dHN−1 +

∫
Un

u∗|Du| =
∫
Un

f(x, u)udx,

o que implica que∫
Un

(1 + u∗)|Du| −
∫
∂Un

u[z, η]dHN−1 =

∫
Un

f(x, u)udx, (3.45)

onde η denota o vetor normal exterior a ∂Un. Para calcular o limite, quando n → +∞,

vamos analisar

lim
n→+∞

∫
∂Un

u[z, η]dHN−1,

uma vez que, trivialmente, vemos que

lim
n→+∞

∫
Un

(1 + u∗)|Du| =
∫
U∩Γk

(1 + u∗)|Du| (3.46)
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e

lim
n→+∞

∫
Un

f(x, u)udx =

∫
U∩Γk

f(x, u)udx = 0. (3.47)

Note que

lim
n→+∞

∫
E±n

u[z, η]dHN−1 =

∫
U∩Γk

u±[z, η]dHN−1,

enquanto

lim
n→+∞

∫
E0
n

u[z, η]dHN−1 = 0,

uma vez que ⋂
n≥n0

E0
n = ∂(U ∩ Γk) e HN−1(∂(U ∩ Γk)) = 0.

Assim, segue que

lim
n→+∞

∫
∂Un

u[z, η]dHN−1 =

∫
U∩Γk

(u+ − u−)[z, η]dHN−1. (3.48)

Considerando (3.45), (3.46), (3.47) e (3.48), segue que∫
U∩Γk

(1 + u∗)|Du| =
∫
U∩Γk

(u+ − u−)[z, η]dHN−1. (3.49)

No lado esquerdo de (3.49), podemos substituir |Du| por |Dju| uma vez que, por

[1][Proposition 3.92], Dau e Dcu se anulam em Γk. Então, (3.49) implica que∫
U∩Γk

(1 + u∗)|Dju| =

∫
U∩Γk

(1 + u∗)|Du|

≤
∣∣∣∣∫
U∩Γk

(u+ − u−)[z, η]dHN−1

∣∣∣∣
≤

∫
U∩Γk

|u+ − u−|dHN−1

=

∫
U∩Γk

|Dju|,

o que implica que
∫
U∩Γk

u∗|Dju| ≤ 0. Como o integrando é não-negativo, segue que

u∗|Dju|b(U ∩ Γk) = 0. (3.50)

Por outro lado, levando em conta que u∗ = 1
2
(u+ + u−) em Ju, segue que

u∗|Dju| =
1

2
(u+ + u−)(u+ − u−)HN−1b(U ∩ Γk ∩ Ju)

=
1

2
((u+)2 − (u−)2)HN−1b(U ∩ Γk ∩ Ju). (3.51)

Finalmente, por (3.50) e (3.51) segue que u+ = u− q.s. em U ∩ Γk ∩ Ju, com respeito à

medida HN−1. Assim, pela definição de Dju, temos (3.44). �
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Lema 6.3.6 A função u se anula q.s. em ∂Ω, com respeito à medida HN−1.

Demonstração: Primeiramente, vamos usar u]k+1 como função teste em (3.30), do que

segue que

−
∫

Ω

u]k+1div zk+1 +

∫
Ω

u]k+1|Duk+1| =
∫

Ω

f̃(x, uk)uk+1 + ok(1).

Pela Fórmula de Green (1.4) e levando em conta que uk+1 = 0 q.s. em ∂Ω com respeito

à medida HN−1 e (zk+1, uk+1) = |Duk+1|, temos que∫
Ω

|Duk+1|+
∫

Ω

u]k+1|Duk+1| =
∫

Ω

f̃(x, uk)uk+1 + ok(1).

Como os funcionais J1,J2 : BV (Ω) → R, dados por J1(w) =
∫

Ω
|Dw| +

∫
∂Ω
|w|dHN−1

e J2(w) =
∫

Ω
w]|Dw| +

∫
∂Ω

w2

2
dHN−1 são semicont́ınuos inferiormente com respeito à

convergência de L1(Ω) e uk+1 → u em L1(Ω), pela Fórmula de Green (1.4) e (3.36), segue

que∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|dHN−1 +

∫
Ω

u]|Du|+
∫
∂Ω

u2

2
dHN−1 ≤

∫
Ω

f̃(x, u)udx

= −
∫

Ω

u]div z +

∫
Ω

u]|Du|

=

∫
Ω

|Du| −
∫
∂Ω

[z, ν]u]dHN−1

+

∫
Ω

u]|Du|.

Então, temos que ∫
∂Ω

(
|u|+ [z, ν]u]

)
dHN−1 +

∫
∂Ω

u2

2
dHN−1 ≤ 0.

A segunda integral acima é claramente positiva, enquanto a primeira é também positiva,

uma vez que

|[z, ν]|∞ ≤ |z|∞ ≤ 1.

Assim, u = 0 q.s. em ∂Ω, com respeito à medida HN−1. �

Pelos Lemas 6.3.3, 6.3.4, 6.3.5 e 6.3.6, segue que u de fato é uma solução de (0.1).

Assim, o Teorema 6.0.2 está demonstrado.
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