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Introducao

No estudo de varias equagoes diferenciais parciais evolutivas e elipticas, os chamados
espagos de Sobolev, W™P(Q), desempenham um papel central na defini¢ao de solugao
fraca e ainda na implementacgao de métodos variacionais. Esses sao formados pelas funcoes
de L*(9), onde  C RY ¢ um dominio regular, com derivadas distribucionais até ordem
m geradas por fungoes que também pertencem a LP(2). Esse é o caso de importantes
equagoes como a FKquagao de Laplace, Poisson, Schrodinger, Dirac, etc. Entretanto, um
grande nimero de problemas na fisica e no processamento de imagens digitais, requerem
a introdugao de um espago de fungoes que permita a existéncia de descontinuidades em

seus elementos.

Vejamos um exemplo que nos ajude a entender melhor essa questao. Consideremos o

problema de curvatura média prescrita dado por

i —Vu = f(x em
—div <\/1 T ]WP) = fl@) Q’ (0.1)

u =0 sobre 0f),

onde  C RY é um aberto com fronteira suave e f é uma funcao dada. Uma solucao fraca

de (0.1) é dada por v € W, (), tal que

/ VuVy dx:/f(x)vdx, Yo € WEHH(Q).
Q Q

V14 |Vul|?
Pode-se provar que o funcional de Euler-Lagrange associado a (0.1) é ® : W, ''(Q) — R

dado por
O(u) = / v1+ |Vu|2d93—/f(x)ud$.
Q Q

Além disso, segue que ® € C1(W,'(Q)) e

CID’(u)v:/Q VuVy dx—/gf(a:)vdx, Yo € W(Q).

V14| Vul?
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Vamos pensar na situacao geométrica mais simples possivel para ®, a saber, quando
|f|o € pequeno o suficiente. Nesse caso, ® é coercivo e limitado inferiormente. Logo,
o natural seria procurar por pontos criticos de ® através de resultados de minimizacao
global. Seja

a= inf P(u)
ueWy ' (Q)

e (u,) € Wy'(Q) uma sequéncia minimizante para ®. Pela coercividade de ®, temos
que (u,) é limitada. Entretanto, como W, () nao é reflexivo, niao podemos extrair
de (u,) uma subsequéncia que convirja na topologia fraca para um elemento de I/VO1 Q).
Supondo que Q seja limitado e usando a compacidade da imersio Wy (Q) < LY(Q),

temos que existe w € L'(Q2) tal que, a menos de subsequéncia
u, —u em L'(Q).

Naturalmente nosso candidato a minimo global para ® é u. Porém, cabe a seguinte
pergunta:

e Wy'(Q)?

Isso seria verdadeiro se o funcional u — [, \/1 4 [Vu|?dz fosse semicontinuo inferiormente
1,1 N : .
em W, (), com respeito a topologia de L'(€). Se esse fosse o caso, seguiria que

7€ Wy () e ainda que

o (@)
— Bo(m) — / f(x)ada

< liminf ®g(u,) — lim /f(m)undx
Q

n——+o0o n—-+00
= liminf ®(u,) = a.
n—-+o0o
Portanto, na hipdtese de tal semicontinuidade inferior valer, u seria um minimizante
global de @ e, assim, um ponto critico. Entretanto, u — [, +/1+ |Vu|?dz nao é

semicontinuo em W, 1(Q), com respeito & topologia de L'(©2). De fato, considere por

exemplo a sequéncia (v,) C Wy (Q), onde

0, 0 < 2z < 1-—1/n,
Up =9 nz—-—1)+1, 1-1/n < 2z < 1,
2—x, 1 < z < 2
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Note que trata-se de uma sequéncia limitada em W,'((0,2)) e tal que v, — v em
LY(0,2), onde
0, 0<z <1,

v(x) =
2—z, 1<2<2.

Entretanto v & W' (0,2). Esse fato deixa claro que é necessario tratar o problema (0.1)
em um espago maior do que VVO1 1(Q) Esse espaco é o chamado espaco das funcoes de
variacao limitada, BV (Q), formado pelas fungoes de L' (2), para as quais as suas derivadas

distribucionais de primeira ordem sao geradas por medidas de Radon, isto é
BV (Q) = {u € LY(Q); Du € M(Q,RY)}.

O espaco BV(f)) é um espaco de Banach o qual tem muitas propriedades em
comum com o0s espagos de Sobolev usuais, como resultados de densidade de funcoes
suaves (com respeito a uma topologia adequada), de imersdo continua e compacta em
espacos de Lebesgue, existéncia de traco, etc. Devido a isso e também ao fato de ser
esse o0 espaco adequado para tratar variacionalmente problemas envolvendo operadores
muito importantes nas aplicacoes, como o operador de curvatura média e o operador

1—Laplaciano, Aju := div(Vu/|Vu|), esse vem sendo cada mais explorado.

No que diz respeito a problemas envolvendo o operador 1—laplaciano, a primeira
dificuldade que surge ¢ relacionada a definicao do que vem a ser uma solucao.

Consideremos o problema

—div (—) = f(x) em (2,
u =0 sobre 0f).

(0.2)



Uma vez que as solugoes de (0.2) sdo elementos de BV (Q2), Du e |Du| sdo medidas de
Radon vetorial e escalar, respectivamente. Assim, o quociente Du/|Du| nao estd bem
definido e, por isso, o conceito de solucao fraca nao se aplica a essa classe de problema.
Como alternativa, grosso modo, pode-se argumentar de duas formas diferentes (em vérios
casos equivalentes) para se definir razoavelmente o que vem a ser uma solugao de (0.2).
Uma vez que o funcional energia associado a problemas desse tipo, se escreve como a
diferenca entre um que é localmente lipchitziano e um de classe C!, pode-se utilizar a
teoria de subdiferenciais de Clarke (ver [12, 14]), de modo que uma solugao de (0.2) pode

ser vista como uma fungao u € BV (Q), tal que

[ollv = llullsv = /Qf(fr)(v —u)dz, Vv e BV(Q).

Em geral, esse tipo de solucao é encontrada através da aplicacao de métodos variacionais,
ao funcional energia associado ao problema. Esse tipo de abordagem foi explorada em
varios trabalhos do autor, em parceria com alguns colaboradores, alguns dos quais serao

expostos adiante nesse texto.

Embora interessante, a abordagem baseada puramente na aplicacao dos resultados
de Analise Nao-Linear aos funcionais com a regularidade citada anteriormente, nao nos
permite encontrar uma equacao de Euler-Lagrange efetivamente satisfeita pela solugao
encontrada. De fato, no final da década de 90 e inicio dos anos 2000, em uma série de
trabalhos, F. Andreu, C. Ballester, V. Caselles e J. Mazén (ver [2, 3, 4] e também a
monografia [5]) conseguiram determinar precisamente a expressao da equacao de Euler-
Lagrange associada a problemas envolvendo o operador 1-laplaciano. Segundo essa
defini¢ao, por exemplo, dizemos que u € BV () é solugao de (0.2), se existe um campo

vetorial z € L= (2, RY) tal que, ||z]| <1 e

—divz = f(x) q.s. em €,
(z, Du) = |Du| em M(Q),
[z,v] € sign(—u) sobre OS).
Note que nas equagoes acima, existem algumas expressoes que necessitam ser definidas

precisamente, como por exemplo (z, Du) e [z,v]. De fato isso foi feito nesses trabalhos

utilizando-se da pairing theory elaborada por G. Anzellotti em [6]. Em recentes trabalhos



do autor, juntamente com alguns colaboradores, essa abordagem foi também explorada

e, adiante nesse texto, alguns desses argumentos serao expostos.



Chapter 1

Espaco das funcoes de variacao

limitada

1.1 Definicoes e propriedades basicas

Nessa secao, € serd um subconjunto aberto de RY com fronteira lipschitziana.

Definigao 1.1.1 Dizemos que uma fun¢io u € L' () é uma funcao de variagdo limitada,
se sua derwada distribucional Du for gerada por uma medida de Radon, isto €, se

Du € M(Q,RY). Definimos assim o espaco das fungdes de variagao limitada por
BV(Q) = {u e L'(Q); Due M(QLRY)}.

Observagao 1.1.2 Como M(Q) € igual ao dual topolégico de Cy(2,R) e como C1(Q, R)
¢ denso em Cy(2,R) com respeito a norma | - |, seque que os itens abaizo sao todos

equivalentes:
e uc BV(Q);

e ue L'(Q) e | Du| :=sup {/ udivp dz; o € CHQ,RY), |¢le < 1} < +o0;
Q

N
e ue LY(Q) e||Dull = sup {Z/ wiDiu; o € Co(Q,RY), |l < 1} < +o0.
i=1 79

Pelo Teorema de Representacao de Riesz-Alexandroff, temos ainda que

1Dl = | Dul.
Q
9



Claramente o espago BV (2) é um espago vetorial, onde de fato podemos definir a

seguinte norma:
Jull = [ 1Dl + .
Q
para u € BV (Q).

Antes de provarmos que esse espaco é completo com respeito a métrica induzida por
essa norma, notemos que, pelo Teorema de Radon-Nikodym, dada u € BV (Q), existem
duas medidas, Du® e Du®, a primeira absolutamente continua com respeito a medida de

Lebesgue em RY e a segunda singular com respeito a essa mesma medida, tais que
Du = Du® + Du’.

Dessa observacao segue que W11(€Q) é um subespaco de BV (Q) e que de fato a norma

| - || é uma extensao da norma usual em Wh'(Q).

O exemplo abaixo nos mostra que WH(Q2) é um subespaco préprio de BV (2).

Exemplo 1.1.3 Seja E C Q um aberto com fronteira suave e tal que HN"Y(OF) < +oo0.

Note que, para todo ¢ € CH(Q,RY) tal que |p|s < 1, pelo Teorema da Divergéncia temos

/XEdivgpdx:/divgoda::/ v HN P < HYNTHOE) < +oo,
Q E OF

onde v(x) denota o vetor normal em x € OF, unitdrio e que aponta para fora de E.
Assim, note que xg € BV(Q), porém xg € WHH(Q). De fato Dxp = —vHN"'|0F, de
forma que Dxg, por consistir em uma medida singular com respeito a de Lebesgue, nao

¢ gerada por uma fungdo de L'(S).

Verifiquemos agora a semicontinuidade inferior da norma em BV (£2) com respeito a

topologia de L'(Q).

Lema 1.1.4 Seja (u,) C BV (Q) uma sequéncia limitada e tal que u, — u in L'(Q).
Entao u € BV (Q2) e

/\Du! gliminf/ | Dy,
0 n—o0 Q

10



Demonstragao: Seja ¢ € C1(,RY) tal que |¢| < 1 e note que

/udlvgoda:— lim undivapdxgliminf/ | Dy,
Q Q

n——+00 Q n—o0
onde a primeira igualdade segue uma vez que u,, — u em L'(2). Entao o resultado segue

tomando o supremo sobre todas as tais ¢.
O

O resultado anterior nos possibilita provar que (BV(Q2), | -||) é um espaco de Banach.

Proposigao 1.1.5 (BV(Q).| - ||) € um espaco de Banach.

Demonstragao: Seja (u,) C BV(£2) uma sequéncia de Cauchy. Entao para todo € > 0,

existe ng € N tal que
/ | Dy, — Dtgy| + |t — U |1 < €, nym > ng. (1.1)
Q

Como (u,) é também uma sequéncia de Cauchy em L'(2), entao existe u € L*(Q) tal
que u, — u em L'(Q), quando n — +o00. Entao, para todo m € N tal que m > ng, como

Up — Uy, — U — Uy, quando n — +oo em L(), segue do Lema 1.1.4 que

/|Du—um|<hm1nf/|D n— Unm)| <€
Q

n—oo

Mas isso implica que v € BV (Q2) e ainda que u,, — u em BV (), quando m — +o0.
O
Observe que, segundo a sua definigdo, o espago BV (€2) nao contém C*(Q2) N BV (Q)
como um subconjunto denso com respeito a topologia da norma, haja vista que
C’OO(Q)H | = WhH(Q). Assim, necessitamos introduzir uma nogiao de convergéncia que
torne C*(2) N BV (§2) denso em BV (), com respeito a topologia induzida. Isso sera

feito considerando a chamada convergéncia estrita.

Definicao 1.1.6 Sejam (up)neny € BV(2) e w € BV(QQ). Dizemos que u, — u em

BV (Q) sequndo a convergéncia estrita, se

u, = u em L'Y(Q)

/|Dun|—>/|Du|,
(9] Q

11

quando n — —+00.



Proposicao 1.1.7 Para todo u € BV (), eziste (u,) C C*(2) N BV () tal que

u, = u in LYQ), (1.2)

/|Vun|d:p—>/|Du| (1.3)

Demonstracao: Dado e > 0, seja )y CC 2 tal que

/ |Du| < e. (1.4)
O\

Seja ainda {€2; };en uma familia de subconjuntos abertos de €2, tais que €2; CC €2;,; e ainda
+o00o

Q= U ;. Agora utilizamos a familia {;},ey para construir uma cobertura aberta de
i=0
2 da seguinte forma. Seja {C;};en dada por, C} = Qg e, para i > 2, C; = Q;41\;_1. Seja

{¢i}ien uma partigdo da unidade subordinada a cobertura {C;};en, isto é, @; € C2(C;),
0<p; <1le Z%’ = 1. Note que isso implica que ¢; = 1 em €2;. Para cada i € N,

i=1
escolhamos p; funcoes regularizantes tais que

supp(p; * (psu)) C Cj, (1.5)

/ [pix (ups) —upilda < o, (1.6)

[ loex (w9) — uVipdas < . (1.7)
[l tabulis = [ jaibul < (1.8)

Definamos entao
Z pi* (ug;) (1.9)

e observe que essa soma é localmente ﬁmta, uma vez que cada x € () pertence a no
maximo dois dentre os conjuntos {C;}, e portanto estd bem definida. Nota-se claramente

ainda que u. € C*°(Q).

Por (1.6), como Z%‘ = 1, note que

i=1
+oo
/|u—ue|d$ < Z/W%—Pi*(u%)wx
Q i=1 7%
< €,

12



o que implica em (1.3).
+oo
Como Z Vip; =0 em (2, segue que

i=1
+oo +oo

Vu, = Z pi *x (piDu) + Z pi x (uVp;)
i=1 i=1

= Z pi * (p;iDu) + Z(pz * (uV ;) —uVe;).

=1

Entao (1.7) e (1.4) implicam que

/|Vu€|dx—/|p1*(<plDu)|dx
Q Q

+o0
< > [ 1o+ (Dulds
=2
“+o0o
+Z/Q |pi * (uV ;) — uV;|dx
=1

+oo

< Z/|<,0,~Du|dx+e
i=2 /O

§/ |Du| + €
2N\

< Z2e.

Assim (1.8) e a tltima desigualdade implicam que

‘/|Vue|dx—/|Du| < /|Vu€|dx—/|p1*(cp1Du)|dx
Q 0
+| [1ox @iulds ~ [ D
0 0
< 2+ /]pl*(gplDu)\dx—/\golDu]
0

+| [1oi0ul = [ 1D

< 3e+/|801—1||Du|
Q

< 36+/ | D
O\

< .
Isso implica que u, € C>*(Q2) N BV (Q2) e ainda em (1.4), o que termina a prova. O
Observacao 1.1.8 o Modificando ligeiramente a demonstracdo, tomando fungoes

reqularizantes suficientemente proximos de u na norma de LP(Q)), poderiamos ainda
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obter uma sequéncia (u,) C C*(Q) N BV (), para a qual valesse (1.4) e (1.3) com
LP(Q)) em lugar de L*(SY), para todo p > 1 tal que u € LP(R2).

e Em [25][Theorem 3.1], é mostrado que, se u € BV () N L"(B), para r € [1,00),

entdo existe uma sequéncia (uy), C C§°(Q2), tal que,

u, —u em L¥(Q)

/|Vun]dq:—>/|Du|+/ lu|dHN
Q Q B

quando n — +oo, para todo s € [1,r]. Além disso, em [25][Lemma 4.1], é provado

também que, se p, — 11 quando n — +o00, entao

lim /|Vun|p”dx:/ |Du|+/ u|d ML
n—=+oo Jp B OB

Agora vamos utilizar os resultados anteriores para provar resultados de imersao do espaco

BV () em espacos do tipo LP(€2).

Teorema 1.1.9 Seja Q C RN um aberto com fronteira suave (ndo necessariamente

limitado). Entao as sequintes imersoes sao continuas

BV (Q) — LP(Q), parap € [1,17],

N
de 1" = ——.
onde N1

Demonstracao: Dada u € BV(Q), seja (u,) C C*®(Q2) N BV()) uma sequéncia
de fungbes que convergem para u segundo a convergéncia estrita (a qual existe pela
Proposigao 4.1.3). Observe entao que u,, € W1(Q) para todo n e assim, dado p € [1,1*],

pela imersao continua de WH1(Q2) em LP(Q), segue que

lunl, < C (]unh +/ |Vun|dm> < to0.
Q

Como LP(Q2) é reflexivo e (uy,,) é limitada em LP(2), segue que u, — u em LP(Q2). Pela

semicontinuidade inferior de LP(€2) com respeito a sua topologia fraca, segue que

lul, < liminf |u,|, <liminfC (|un|1 +/ |Vun|dx> = Cllul].

Segue ainda um resultado de imersoes compactas de BV ().
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Teorema 1.1.10 Seja Q C RY wum aberto, limitado e com fronteira suave. Entdo as

mmersoes abaixo sao compactas

BV (Q) < LP(Q), parap € [1,1%),

Demonstragao: Seja (u,) C BV(Q) tal que |u,|| < 1. Para cada n € N, pela
Observagao 1.1.8, existe v, € C*(Q2) N BV (Q) tal que
1

[Un, — up |, < -

/ |Vu,|de < 2.
0

Note que como (v,) ¢ limitada em W'(Q), entdao pela compacidade da imersao desse
espaco em LP(Q), para p € [1,1*), segue que existe uma subsequéncia (v, ) e u € LP(€2),
tal que

Un, — w em LP(§2), quando k — oo.

Mas isso implica que também

Up, — u em LP(Q), quando k — oo.

O

Outra semelhanga do espago BV (€2) com relagao aos espagos de Sobolev é o fato de
que, tal como nos ultimos, fun¢oes em BV (€)) deixam traco em 052, desde que o dominio
seja suave o suficiente. No préximo resultado enunciamos com precisao esse fato, bem

como a validade de uma versao generalizada da férmula de Green.

Teorema 1.1.11 Seja Q C RY um aberto com fronteira lipschitziana. Entdo existe um

operador linear e continuo v : BV (Q) — L'(0) tal que:
i) v(u) = ulaq, para toda u € C(Q) N BV (Q);
i1) wale a sequinte versao generalizada da formula de Green:
/Qngu =— /Qu divp dr + /897(u)g0.ud7-[N1, Y € C1(Q,RY), (1.10)

15



onde v(x) estd definido para todo x € 9, a menos de um conjunto de medida HY~! nula,

e consiste no vetor normal exterior a §) em x.

Exemplo 1.1.12 Seja Q C RY um dominio com fronteira suave. Dada v € BV (Q),
defina v : RN — R por
u(z), x €

v(z) =
0, r € RM\Q.

Entdo v € BV(RY) e ainda
Dv = Du|Q — tr(u)gqrH™ 1|09,

onde v(x) denota o vetor unitdrio exterior a ), em x € 0N2.

De fato, para toda ¢ € CH(RN,RY), por (1.10), temos que

/ pDv = —/ v divp dx
RN RN
= — / u divp dx
Q

= /@Du—/ traa(u) v HN L,
Q o0

Disso decorre que

Dv = Du|Q — trag(u) v HN 1|09,

no sentido das distribuicoes.

Agora vamos enunciar uma importante desigualdade que é amplamente utilizada
quando se trata de espacgos de Sobolev e que também é muito importantes quando se

trabalha em BV (2).

Teorema 1.1.13 (Desigualdade de Poincaré em BV (Q)) Seja Q@ C RN um aberto

com fronteira lipschitziana. Entdo existe uma constante C' = C(N,Q) > 0 tal que

/|u|dx§0</ |Du|+/ |u|d’HN—1).
Q Q o0

A demonstragao do resultado acima encontra-se em [28][Proposition 2| e nao serd

detalhada por exigir o uso de ferramentas que nao serao desenvolvidas nessas notas.
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Part 1

Métodos variacionais no espaco das

funcoes de variacao limitada
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Chapter 2

Aplicacao 1: Operador 1—Laplaciano

em dominio limitado

Nesse capitulo vamos apresentar a primeira e talvez mais simples aplicacagao da teoria
apresentada no capitulo anterior a solucao de problemas elipticos quasilineares. Mais

especificamente vamos abordar o seguinte problema

—Ayu = f(u) in Q,
u =0 on 0,

(0.1)

onde o operador A; é formalmente dado por Aju = div < ), Q c RN é um aberto,

u
[Vl
limitado e com fronteira suave, N > 2 e a nao-linearidade f satisfaz o seguinte conjunto

de hipéteses:

(f1) f€C(R);
(f2) f(s) = o(1), quando s — 0;
(f3) existem c1,co > 0 tais que |f(s)| < ¢1 + cos[P~! para todo s € R, onde p € [1,1%);

(f1) Existe 6 > 1 tal que
0 <@F(s) < f(s)s, fors#0,

onde F(s) = [ f(t)dt.

Nosso objetivo é o de demonstrar o seguinte resultado.

18



Teorema 2.0.1 Suponha vdlidas as hipoteses (f1)—(f1). Entao (0.1) possui uma solu¢ao

nao-trivial.

Antes de comecarmos a abordagem variacional que nos levard a provar o Teorema
2.0.1, é necessario estudarmos com mais cuidado o operador Aq, o qual pela sua definigao
formal nao esta bem definido em pontos onde Vu = 0. De fato, como veremos, o funcional
energia associado a (0.1) estd bem definido em BV (€2) e, seus pontos criticos, satisfazem
uma versao de (0.1) na qual aparece um campo vetorial que estd bem definido e que

coincide com Vu/|Vu| nos pontos onde Vu # 0.

Na primeira secao desse capitulo nés estudaremos o funcional energia associado a
(0.1), enquanto na segunda apresentaremos a versao precisa desse problema. Por fim, na
terceira, enunciamos e demonstramos uma versao do Teorema do Passo da Montanha
adequado ao funcional energia aqui considerado e posteriormente demonstramos o

Teorema 2.0.1.

2.1 O funcional energia

Para abordar (0.1) vamos trabalhar no espago BV (2), porém munido com a seguinte

full o= [ 1Dl + [ Julan
Q o

a qual, pelo Teorema 1.1.13 é equivalente & norma usual de BV ().

norma

Definamos os seguintes funcionais, @y, ®r, ® : BV (2) — R onde para u € BV (),

Do(u) ::/Q|Du|+/m M,
Pp(u) = /Q F(u)dx

temos

O (u) = Po(u) — Pp(u).

Analisando o funcional ® é facil ver que o mesmo nao é diferenciavel. De fato o
funcional ®y nao é suave, embora seja lipschitziano e convexo. Uma vez que ®p €

CH(BV(Q)), fica claro que devemos nos basear em outra teoria, que nao a usual, para
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definirmos o que se entende por um ponto critico de ®. Isto sera feito através da teoria
de subdiferenciais (ver [14, 12]), a qual desenvolve resultados de andlise nao-linear para
funcionais localmente lipschitzianos. Assim, o que vamos entender por um ponto critico
de ® é uma fungao u € BV (Q2) tal que 0 € 0®(u), o que corresponde, uma vez que Py é

convexo, a P7.(u) € 0Py(u), o que, por sua vez, é equivalente a
Po(v) — Po(u) > On(u)(v —u), Yo e BV(Q). (1.2)

Vamos agora estudar um resultado de [7], no qual sdo analisadas as principais
propriedades de diferenciabilidade do funcional ®,. Como veremos, embora nao
diferenciavel, esse funcional admite derivadas direcionais com respeito a algumas diregoes.
Antes disso, lembremos que para p € M(Q,RY), denotamos por pu = u® + p® a
decomposi¢ao dada pelo Teorema de Radon Nikodyn, onde pu® e p® sao, respectivamente,
a parte absolutamente continua e singular, com respeito a medida de Lebesgue
N—dimensional £V. Denotamos ainda |u|, o valor absoluto de p, dada pela medida

de Radon escalar definida em [8][pg. 125]. Por ﬁ(30) denotamos a derivada de Lebesgue

]
de p com respeito a |u|, dada por
B,
ﬁ(aj) = lim —,u( (z)) )
iz r=0 |p| (B ()

Para g : O x RY — R, definamos

9°(z,p) = lim g (af %) t.

t—0t
Suponha que g seja diferenciavel em p para todo x € Q, p € RY e ¢%(z, p) seja diferencidvel

para todo x € Q, p € RV\{0} e ainda que exista M > 0 tal que
l95(2,p)] < M, |gy(w,p)| < M.
Entao ¢, : BV(Q2) — R, definida por
a 0 Du s
Py(u) = [ g(x,Du) := [ g(z,(Du)*(z))dz+ [ ¢° (2, ——(x) ) [Dul
Q Q Q | Dul

é diferencidvel no ponto u € BV(Q2) na diregao v € BV(Q2) se e somente se |Dv|®
é absolutamente continua com respeito a |Du|® e (Dv®) se anula quase sempre em

{x € RY; (Du)*(x) = 0}. Nesse caso, temos que
& (u)y = / o, (Du)(2))(Dv)* (2)dx + / & ( ‘g—z,m) u@—j‘(m)rmrs. (1.3)
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Como
Dy (u) = By(u) + / uldH V!
onde g(z,p) = |p| e ¢°(x, p) = |p|, temos que, dailgo u € BV (), ®,(u)v estd bem definido
para todo v € BV (Q) tal que | Dv|* é absolutamente continua com respeito a |Dul|*, (Dv®)
se anula quase sempre em {x € RY; (Du)%(x) =0} e v(x) = 0, HY~1— q.t.p., no conjunto

{z € 0Q; u(x) = 0}. Temos ainda que

‘ _ [ (Dw*(Dv)* x Du x Du x)|(Dv)|* sgn(uw)vdHN !
sy = [ S [ L@ @I+ [ st (1)

Por fim vamos precisar de mais uma propriedade de BV (), a qual afirma que se

u,v € BV (Q), entdo max{u, v}, min{u,v} € BV (Q) e ainda

Op(max{u,v}) + Po(min{u, v}) < Po(u) + Po(v), Vu,v € BV (). (1.5)

2.2 A equacao de Euler-Lagrange

Nessa secao vamos estudar a versao precisa da equacgao de Euler-Lagrange associada aos

pontos criticos de ®. Mais especificamente vamos provar que se u € BV () for tal que

0 € 09 (u), entdo existe um campo vetorial z € L>=(2, RY), o qual faz o papel de em

|Vl
(0.1) e estd bem definido mesmo onde Vu = 0. Nesse sentido, o primeiro passo é estender
os funcional ® a L' (2) e entdo usar algumas ferramentas de analise convexa.
Consideremos as extensoes dos funcionais ®y, ®r e ¢, dadas respectivamente por
Dy, Pp, @ : LV () — R, onde
_ Qp(u) seue BV(Q),
(I)()(U) = .
+oo  sewu € LV (Q)\BV(Q),
Dp(u) = / F(z,u)dz
RN
ed =8, — Bp. E facil ver que Py é um funcional C' (LY (2)) e que ainda By é convexo
e semicontinuo inferiormente em L' (RY). Assim o subdiferencial (como definido por A.

Szulkin em [34]) de ®, denotado por d®, estd bem definido. O préximo resultado é

crucial para obter a equacao de Euler-Lagrange satisfeita pelos pontos criticos de .
Lema 2.2.1 Se u € BV(Q) for tal que 0 € 0®(u), entdo 0 € 0P(u).
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Demonstracao: Suponha que u € BV (Q) seja tal que 0 € 0P (u).

(1.2). Para v € L' (Q), note que:
e seu € BV(Q)N LY (Q), entdo

Po(v) = Po(u) = Po(v) — Po(u)
() (0 — u)
_ /Qf(u)(v—u) do
Pp'(

"(u) (v —u);

Entao u satisfaz

e seu € LY (Q)\BV(Q), como ®y(v) = +00 e ®y(u) < +00, temos que

Dp(v) — Po(u) = oo

v
2
B!
—
£
<
|
£

Assim, nos dois casos 0 € 9P (u).

O

Se u € BV (Q) for uma solucao de variacdo limitada de (0.1), pelo tltimo resultado

temos que 0 € 9®(u). Como Py é convexo e Pp suave, temos que Pp’(u) € IPo(u).

Assim, por [23][Proposition 4.23], existe z € L°(Q2, RY) tal que \ZLO <1,

—divz = ®p'(u) em LN (Q)

no sentido das distribuicoes e

Portanto segue de (2.6) e (2.7) que u satisfaz

32 € L®(Q,RY), |2] < 1, divz € LN(Q),

—/udivzdx:/|Du],
Q Q

—divz = f(x,u), quase sempre em (2.

Logo (2.8) é a versao precisa de (0.1).
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2.3 Demonstracao do Teorema 2.0.1

Devido ao fato de o operador 1—Laplaciano ter o mesmo grau de homogeneidade tanto
no zero quanto no infinito, podemos sem dificuldade provar que o funcional ® satisfaz as
condicoes geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Porém, o fato de o espago
BV () nao ser reflexivo torna invidvel provar que ® satisfaz a condi¢ao de Palais-
Smale. Assim, faz-se necessario enunciarmos e provarmos uma versao do Teorema do
Passo da Montanha para funcionais localmente lipschitzianos, em espacos de Banach nao
necessariamente reflexivos, o qual nao exija a condi¢ao de Palais-Smale. Por isso, a seguir

enunciamos e provamos tal teorema.

Teorema 2.3.1 Seja E um espago de Banach, ® = Iy — I onde I € CY(E,R) e Iy um

funcional localmente lipschitziano e convexo definido em E. Suponha que ® satisfaca:
i) Ezistem p >0, a > ®(0) tais que ®|sp,©0) > a,

it) ®(e) < ®(0) para algum e € E\B,(0),

Entao para todo € > 0 existe x. € E tal que

c—e< P(z.) <cHe, (3.9)
onde ¢ > « € caracterizado por
c = inf sup ®(y(t)), (3.10)
7€l tefo,1)

I'={yeC%(0,1],E); 7(0) =0 e 7(0) = ¢} €

Io(y) — Io(xe) > I'(xz)(y — xc) —€lly — 2|, VyekE. (3.11)

Antes de iniciar a demonstra¢ao do Teorema 2.3.1, vamos provar que a condi¢ao (3.11)

é equivalente a existéncia de um z. € E* tal que ||z.|[« < e e

In(y) — Io(xe) > I'(z)(y — ) + {26,y — ) g+, Yy € E, (3.12)

onde (-, -) g+ g denota o par dualidade entre E e o seu dual.

De fato, claramente (3.12) implica em (3.11). Para provar que (3.11) também implica

em (3.12), vamos enunciar um lema provado por Szulkin em [34][Lemma 1.3].
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Lema 2.3.2 Seja E um espago de Banach e x : E — (—o0,+00] uma fun¢ao convera e

semicontinua inferiormente tal que x(0) = 0. Se
x(x) = =[], Ve e E,
entao existe z € E*, ||z]|« < 1, tal que

x(z) > (2,2)p+ g, VrekE.

Agora, se (3.11) vale, entao

1

€

(lo((y — we) +2c) — Lo(we) — I'(2) (y — ) > —ly — 2],

para todo y € E. Aplicando o Lema 2.3.2 a

L@ + 20) = Io(20) — T'(z))

x(z) = <

segue a existéncia de um z € E*, tal que [|z]|. < 1e
x(x) > (z,x), Vx€E.

Tomando z. =€z e x =y — x. onde y € F, segue (3.12) para z. and ||z.[|« < e.
Para prosseguir com a demonstragao, precisamos de uma versao do Lema da
Deformacao para funcionais localmente lipschitzianos que nao necessariamente satisfazem

a condigao de Palais-Smale, provado em [18][Theorem 4].

Teorema 2.3.3 (Lema da Deformacao) Seja E um espago de Banach e T : E — R
um funcional localmente lipschtiziano. Dado a € R, denotemos T, = {z € E; T(z) < a}.

Se existird € R, S C F e a,d,¢eq > 0 tais que

B(x) := min{||z||g-; 2 € 0T (x)} > o, Vo € T Y ([d— eo,d + €]) N Sy,

onde Sos € uma 20—vizinhanca de S, entdo para 0 < € < min{%“,eo}, existe um

homeomorfismo n : E — E tal que
i) n(z) =z para todo x & T~([d — €o, d + €0]) N Sas;
Z’L) U(Td+5 N S) CTye;

iii) T(n(z)) < T(x), para todo x € E.
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Demonstragao: [Demonstragdo do Teorema 2.3.3]
Para comecar, sob as hipdéteses do teorema em questao, vamos recordar o Lemma 3.3
de [12], o qual enuncia a existéncia de um campo psudo-gradiente para T, dado por um

campo vetorial localmente lipschitziano g : T7!([d — €y, d + ¢]) N Sas — E satisfazendo

lg(z)]| <1 (3.13)
€
(" g(x)) g p > % V2" € OT(x). (3.14)
Para
5
O<e<min{§,eo}, (3.15)
definamos

A=T"Y[d— e, d+ €)) N Sas,
B=TY[d—¢,d+¢€])NSs

e note que B C A. Seja
d(z, E\A)
d(xz, E\A) + d(z, B)

e note que ¥ é uma funcao continua e localmente lipschtziana tal que 0 < ¢ < 1e

P(r) =

1 ifzeB,
0 ifz € E\A.

() =

Agora considere V(z) = ¢(x)g(z) a qual é continua e localmente lipschtziana e ainda

o(t,z) solugao do seguinte problema

a qual é continua em R, x E.

Vamos escolher
2
to € (—6,5) (3.16)
«

e definir

Note que como V =0 em E\(T'([d — €y, d + €]) N Sas, segue que i) se verifica.
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Para provar ii), relembremos a Proposition 9 em [12], a qual implica que ¢t +— T'(o (¢, x))
é diferenciavel a menos de um conjunto de medida nula, para cada x € E. Além disso,

temos que
%T(a(t,x)) < max{<z*, Lo(t,0)) o i 2 € 8T(a(m,t))}
= —min{(z",V(o(t,x))); 2" € 0T (o(x,t))}

3 _% if o(t,x) C T~ ([d—e,d + ) N Ss

0 caso contrario,

(3.17)

onde nés usamos (3.14) na ultima estimativa. Entdo a funcdo ¢ — T'(o(t,z)) é nao-

crescente, para todo z € E e assim nds provamos iii).

Note ainda que, para todo t > 0

lot,z) —z|| = ot z) =o(0,z)
b d
/Oga(s,x)ds

/0 IV (o(s,2))l|ds
t.

IN

<

Consideremos x € Ty, N S. Se existisse algum ¢ € [0, ] tal que T'(o(t,z)) < d — €,

entao T'(o(to,z)) < d — € e ii) seria satisfeito por 1. Entao suponha que
o(t,x) € T H([d —€,d+ €]),Vt € [0, 1]

e vamos provar que o(t,z) C Ss, Vt € [0,t,]. De fato, note que
lo(t, ) —z|| <t <ty <8, Vtel0,to.

Assim, como o([0,t],z) C T ([d — €,d + €]) N S5, segue por (3.16) e (3.17) que

T(n(x)) = T(o(to,))

_ T+ /0 O%T(a(s,x))d:ﬂ

< d—ce¢
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e entao i) se verifica.

Agora, finalmente, vamos provar o Teorema 2.3.1.

Demonstracao: [Demonstragao do Teorema 2.3.1]

Primeiramente note que, como ®(e) < ®(0) < a < ® |y, , entdo
c> Q.

Suponha por contradigao que exista € > 0, o qual podemos supor que satisfaca
c—e>9(0),

tal que para todo x € ®!([c — €, ¢ + €]), onde ¢ é definido em (3.10), (3.11) nao valha.
Como (3.11) e (3.12) s@o equivalentes, entdo para todo z € E* tal que ||z]|. < ¢, existe

ye € X, tal que

IO(yE) - ]O(xe) < I,(:E6)(y5 - l’€)d$ + <Zea Ye — ZL’E>*.
Assim, segue que
B(x)>e€, Vred c—ec+e),
onde fB(x) = inf{||w*||.; w* € dly(u) — I'(x)}.
Pelo Teorema 2.3.3 aplicado a T' = &, d = ¢, @« = € e ¢¢ = € segue que existe um

homeomorfismo n: E — E e € € (0, ¢) tais que

i) n(z) = x para todo x € ®~([c — €, c + €]);

ZZ) n(®c+€) C q)c_g.

Pela definicao de ¢, existe v € I tal que

¢ < max ¢(y(t)) <c+e

te(0,1]
Vamos considerar 4(t) = n(y(t)) e note que, como ®(0), P(e) < ¢ — ¢, i) implica que

4 € I'. Entao, ii) implica que

c < max ®(§(t)) < c—F,
t€[0,1]
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o que é uma contradicao e assim o resultado segue.
O

Munidos desse importante resultado minimax, mostremos que o funcional ® satisfaz

as hipoteses da versao do Teorema do Passo da Montanha aqui demonstrado.

Primeiramente mostremos que o funcional ® satisfaz a condigao ). Antes, note que

por (f2) e (f3), segue que para todo n > 0, existe A, > 0 tal que
|F(s)| <nls|+ A,|s|’, VseR. (3.18)

Por (3.18) e pelo Teorema 1.1.9, segue que

d(u) = /yDu|+/ |udeN—1—/F(u)da:
Q o0 Q
> lull = nluly — Aylulh
> Null = Cyllul| — CA,[Jul?
= (1-Cn)llul| = Cylull?
> «,

para toda u € BV(Q), tal que |[ul| = p, onde 0 < n < 1/C é fixado e 0 < p <

o\
( 0077) ea=p(l—Cn—Cprt).
1

Agora vamos provar que ¢ satisfaz a condigdo i) do Teorema 2.3.1. Note

primeiramente que a condicao (f;) implica que existem constantes dy, ds > 0 tais que
F(s) > dy|s|” —dy, VseR. (3.19)
Se u € BV (2)\{0}, dado t > 0, temos
O(tu) < t||ul| — dlta/g|u|0dm + do|Q| = —o0,

quando t — +00, ja que 0 > 1.

Entao o Teorema 2.3.1 nos garante a existéncia de sequéncias (u,,) C BV (Q) e e, — 0
tais que
o, (u,) — ¢, quando n — +oo

Qo (v) — Po(uy,) > /Qf(un)(v — Up)dx — €, ]|v — uy|, Yv e BV(Q). (3.20)
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Mostremos agora que a sequéncia (u,) é limitada em BV (€2). Em (3.20), escolhendo-se

a funcao teste v = 2u,, obtemos

ln ] / F ) tnd — e unll

o que implica que
(1+ &) lun]l = / F () unde. (3.21)
Q
Entao, por (f4) e (3.21),

c+on(l) > P(uy,)

V
B
S

VRS

—

|

> Cllual;

para uma constante C' > 0 uniforme em n € N. Logo (u,) é limitada.

Pela limitacao de (u,,) em BV (Q2) e pela compacidade das imersoes do Teorema 1.1.10,
segue que existe u € L"(Q2) tal que u, — uw em L"(Q) para 1 <r < 1*. Ainda, pelo Lema
1.1.4 segue que u € BV(Q). Assim, calculando o limsup ambos os lados de (3.20) e

usando novamente o Lema 1.1.4 temos que
Bo(v) — Bo(u) > / flu)(v —u), Voe BV(Q). (3.22)
Q

Portanto u ¢ solugao de variagao limitada de (0.1).

Para verificarmos que u # 0, note que, considerando v = u + tu para t > 0 em (3.22),

obtemos
Bl 0l [y,

Fazendo t — 07, segue que
Py (u)u > / f(uw)udz.
Q

Usando o mesmo argumento para t < 0 e fazendo t — 07, segue que

(I)E)(U)US/QJC(U)UCZZE.

Entao, pelas tltimas desigualdades e por (1.4), temos que
Bo(u) = B} (w)u / F(u)udz. (3.23)
Q
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Utilizando a mesma argumentacao com v = u,, + tu, em (3.20) e fazendo t — 01 e

t — 07, segue que

Do (1) = B (1)t — /Q Flun)undz + op (1), (3.24)

Portanto, de (3.23), (3.24), (f2), (f3) e o Teorema 1.1.10, segue que

Bo(u) — /Q F(uudz

= lim [ f(up)uyde
n—oo [¢)

= lim ®g(uy,).

n—oo

Logo, a tltima igualdade, (f3), (f3) e o Teorema 1.1.10, implicam que
0<c= lim ®(u,) = P(u)

n—o0

e assim u # 0.
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Chapter 3

Aplicacao 2: Operador 1-Laplaciano

no RY

Nesse capitulo vamos abordar questoes envolvendo a existéncia de solugao nao-trivial para

problemas no R¥, envolvendo o operador 1—Laplaciano. De fato desejamos encontrar

solucao radial de energia minima entre essas e, para isso, serd necessario desenvolver, tal

como em [17], argumentos baseados na minimizagao do funcional energia em conjuntos

do tipo Nehari. Mais especificamente, estudamos o problema

—A1u+|Z—’ = f(u) em RV,

u € BV (RY),
onde N > 2 e f é uma nao-linearidade satisfazendo as seguintes condig¢oes
(f1) feCR);
(f2) f(s) =o(1) quando s — 0;
(f3) Existem constantes ¢1,co > 0 e p € (1,1*) tais que
[f(s)] < e1+eals ™

(f,) lim @ onde F(s) = [ F(t)dt:

t—o00

(fs) f é crescente.
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Nosso intuito é demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 3.0.1 Suponha vdlidas as hipdteses (f1)—(f5). Entdo existe uma solugao radial

ndo trivial de (0.1) com a menor energia entre as solugoes radiais de variagdo limitada.

Definamos os seguintes funcionais, ®y, @, ® : BV (RY) — R onde, para u € BV (1),

temos

Bo(u) = /RN|DU|+/RN luldz,
() = /R Flu)ds

O(u) := Dg(u) — Pp(u).

Assim como no capitulo anterior, o funcional ® nao é diferenciavel, mas sim localmente
lipschitziano. Uma vez que & € C'(BV(2)), diremos que um ponto critico de ® é uma
funcao u € BV (RY) tal que 0 € 9®(u), o que corresponde, uma vez que ®q é convexo, a

D% (u) € 0Pg(u). Mas isso é equivalente a
o(v) — Po(u) > Pp(u)(v —u), Yo e BV(RY). (0.2)

Com uma ligeira modificacao do argumento usado na Se¢ao 2.2 do Capitulo 2, é
possivel mostrar que uma fungiao u € BV (RY) que seja ponto critico de ®, satisfaz uma
versao de (0.1) onde A; é substituido pelo divergente de um campo vetorial z que faz o
papel de Vu/|Vul e a expressao u/|u| é substituida por uma fungao bem definida em R,

a qual coincide com u(x)/|u(x)| para todo x € RY tal que u(z) # 0.

Como dito no inicio do capitulo, para encontrar solucao de energia minima vamos
desenvolver argumentos baseados em um conjunto do tipo Nehari. Essa abordagem foi
pioneiramente desenvolvida em [17] e se baseia principalmente no seguintes resultados

abstratos.

Teorema 3.0.2 Sejam FE,F espacos de Banach, E ndo necessariamente reflexivo,
compactamente imerso em F' e tal que, para toda sequéncia limitada (u,) C E com u, — u

na topologia de F', vale que u € E. Seja ®,1y: F — R, I : FF — R funcionais tais que
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® = Iy — I|g, onde Iy € localmente lipschitziano, I € C*(E) N C(F), I(0) = 0 e, para

todo u € E, existe o sequinte limite

Vs € R.

I tu) — 1
I} (su)u := lim o(su + tu) 0(su)7
t—0 t

Suponha ainda que as sequintes hipoteses se verifiquem.:

i) Iy € semicontinuo inferiormente com respeito a topologia de F, isto é, se (uy,) for
limitada em E e u € E for tal que, a menos de subsequéncia, w,, — u na topologia

de F, entao Iy(u) < hrrgglf In(uy);
i1) Existem p, oy > 0, tais que ®(u) > o > ®(0), para todo uw € E com ||u|| = p;
i) Yu € E, ®(u) > ||ul| — I(u);
iv) t+— @' (tu)u € decrescente em (0, +00);

v) Para toda sequéncia limitada (v,) C E tal que v, — v # 0 na topologia de F, seque

que
O (tvy,)

tlim — = —00, uniformemente para n € N.
— 00
Entao o infimo de ® no sequinte conjunto

N = {u e E\{0}; I\(u)u=TI"(u)u}

¢ atingido.

Teorema 3.0.3 Suponha todas as hipéteses do Teorema 3.0.2 verdadeiras. Se ug € N

for tal que ®(ug) = mj\ifn ®, entao ug € um ponto critico de  em E.

Vamos aplicar os dois resultados acima para o funcional & = &y — $p, com £ =

BV,a(RY) e F = LP(RY), para p tal como em (f3), onde
BVaa(RY) = {u € BV(RY); u(z) = u(|z])}.

Caso sejamos capazes de verificar todas as hipoteses dos Teoremas 3.0.2 e 3.0.3, teremos

obtido um ponto critico de ® quando restrito & BV,.q(R"Y). Este, por uma versao do
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Principio de Criticalidade Simétrica de Palais provado em [32], serd um ponto critico de
® em BV (RY) e, portanto, uma solugao de variacio limitada de (0.1).

Para obtermos a compacidade da imersio de BV,.(RY) em LP(RY), tal como
requerido no Teorema 3.0.2, é necessario introduzirmos resultados provados em [18], que
consistem em versoes em BV (R”) de resultados bem conhecidos para espacos de Sobolev
usuais. Mais especificamente, em [18][Theorem 1.1] é provado que a imersdao BV, qq(RY)
em LI(RY) é compacta, para todo 1 < ¢ < 1*. A demonstracido baseia-se em uma versao

em BV (RY) do conhecido Lema de Strauss, o qual também é demonstrado em [18].

Consideremos entao

N = {u€ BV,q(RY); &) (u)u = &) (u)u}
— {u € BV,aa(RY); /RN | Du| + /RN lu|dx = /RN f(u)uda:} .

No préximo resultado nés provamos que todos os pontos criticos de  restrito ao espago
BV,0qa(RY) pertencem a N. Assim, se provarmos que o infimo de ® em N é atingido, pelo
Teorema 3.0.3 este serd um ponto critico e terd a menor energia entre todas as solucoes

radiais e nao-triviais.
Lema 3.0.4 Se ug € BV, q(RY), ug # 0 e 0 € 0P (ug), entdo u € N.

Demonstragao: Se 0 € 0®(uy), entao
Oo(v) — Po(ug) > f(up)(v —ug)dz, Vv € BV,q(RY).
RN
Para t > 0, tomando v = wugy + tug na ultima expressao e calculando o limite quando

t — 07, obtemos

®(up) = lim Poltg + tuo) = Po(uo) > f (ug)ugdz.

t—0t t - RN

Fazendo o mesmo para t — 07, obtemos

) -0
CI)()(U()) _ tl_l)%l_ O(UO + tu;)) O(UO) < » f(UO)U[)dl',

de onde segue a igualdade em ambas as expressoes acima. Assim uy € N.
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Verifiquemos entao que as condi¢oes do Teorema 3.0.2 sao satisfeitas. Note que

Qg (su + tu) — Po(su)

Oy (su)u = 11_{% ;
(D(su))*(Du)* D(su) , . Du .
L DT L et + [ senlsuuds
= /RN|(Du)a|dx+/RN|(Du)S|+/RN ulda

E facil ver que I, satisfaz i).

Para ii), observe que por (fs2) e (f3), para todo € > 0, existe C, tal que
|F(s)| < e|s| +Cc|s|P, paratodo s € R. (0.3)
Entdo, pelas imersdes de BV (RY) e (0.3), temos que

®(u) = (1—=Cellull = CCull”
= [lull(1 = Ce = CCJulP™)
= p(1=Ce—CCp" ") = ay>0=d0),

onde |lu|| = p e €, p > 0 sdo pequenos o suficiente.
Pela definigdo de ® segue que iii) vale, uma vez que a igualdade se verifica.

Para verificar iv), note que
t— O (tu)u = f(tu)udz
RN
é crescente em (0, 4+00) por (f5). Levando em conta o fato de que t — ®$p(tu)u = Po(u)
é constante, segue que t — ®'(tu)u é uma funcao decrescente em (0, +00).
Finalmente, para verificar v), seja (v,) C BV,aa(RY) e v € LP(RY)\{0} tal que v,, — v
em LP(RY). Como ®(u) = ||ul| — [pn F(u)dz, é suficiente provar que

F(tvy,)

t—o00 RN t

= 400 uniformemente n € N.

Seja I' = {2 € RY; v(x) # 0} e note que |I'| > 0. Pelo Lema de Fatou, segue que, para

/ FfU)dx < lim inf F(tvn>dx.
r

n—oo RN

todo t > 0,

Assim, por (fy) temos que

lim inf lim inf F(tvn) dz > liminf F(tv) d

t—o00 n—o00 RN t—o00 T

xr = +00.
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Entao, para todo M > 0, existe tg > 0 e ng € N tais que
F(tu,
/ (T)dx > M, paratodot>tygen > ng,
RN

0 que prova v).
Portanto, uma vez que todas as hipdteses do Teorema 3.0.2 estao satisfeitas, segue a
existéncia de ug € N tal que

D (up) = 1}12/%@(1})

Assim, pelo Teorema 3.0.3 e por [32], segue que ug é um ponto critico de ® e entao, uma

solucdo radial de variagao limitada de (0.1), a qual possui a menor energia entre as radiais.
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Chapter 4

Um problema envolvendo o operador

1—biharmonico

Nesse capitulo vamos estudar um resultado de existéncia de solugao nao trivial para o

seguinte problema quasilinear eliptico envolvendo o operador 1—biharmonico,

A2y = \f(z,u) em ©,

0.1
:ﬂzo sobre 012, 0-1)
| Al

u

onde A > 0, Q C RY é um dominio limitado com fronteira regular, N >3e f : QxR — R

¢ uma fungao de Carathéodory. O operador 1—biharmoénico é definido por

Au
2, _
Al“‘A<\Au|)’

e pode ser visto como o caso p = 1 para o operador p—biharménico A2u = A(|AulP~?Au),
este tltimo muito utilizado no estudo de sistemas de equacoes de segunda ordem. De fato,

a definicao precisa de A? serd dada na Secao 4.1.2.

Consideraremos uma nao-linearidade do tipo ”sublinear” com respeito ao operador.

Mais especificamente, consideramos as seguintes hipoteses sobre f.

(f1) f: QxR — R é uma funcao de Carathéodory, i.e. f(,s) : @ — R é mensurdvel

para todo s € R e f(z,:) : R — R é continua para quase todo = € €;
(f2) Existem 0 < ¢ <1, ¢; > 0 e uma fungao ¢y € L*(2) tais que
|f(z,5)] < e1ls]” + ca(z) para quase todo z € Q e para todo s € R;
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(f3) F(x,t)20emQxReexistet0>0talque/F(x,to)dx>0.
Q

Nosso objetivo é o de demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.0.1 Suponha que f satisfaca (f1), (f2) e (f3). Entdo existe A\, > 0 tal que

(0.1) possui uma solug¢do nao-trivial para todo A > .

A prova desse resultado seguird da aplicacao de argumentos de minimizacao global do
funcional energia a ele associado. Entretanto, antes de proceder com esses argumentos, é
necessario estudarmos o espaco adequado para se tratar variacionalmente tal problema,

o que sera feito na secao a seguir.

4.1 O espago BLy(1)

Denotemos por BLy(Q) o espaco das funcoes de W, () tais que Au € M(RQ), ou seja
BLy(Q) = {u e Wy (Q) : Au e M(Q)}

onde relembramos que M (€2) é o espago das medidas de Radon em Q.

Como provado em [30][Proposition 2.2.], temos que

BLy(Q) = {u e WH(Q) /Q Au| < +oo}

onde
[ 1= sup{/umodx: o € C2Q), [l < 1}
Q Q

é definida como a variacao total da medida Aw.

Definindo W2'(Q) := {u € Wy (Q); Au € LY(Q)}, note que
WR'(©) C BLy(Q)
e ainda, para todo u € BLy(Q) tal que u € W3'(Q), temos que

/ |Au| = |Aul;.
Q

Aqui, uma peculiaridade do espago BLg(€2) hd que ser ressaltada. Observe que,

denotando por W3*(Q) == {u € W' (Q); Au € L*(Q)}, por [35][Lemma 8.17] segue
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que W2*(Q) = H?> N HLQ), isto é, se u € H(Q) for tal que Au € L*(Q), entdo isso
significa que todas as derivadas fracas de segunda ordem pertencem a L*(€2). Quando se
trabalha com subespacos de L'(), isso nao mais é verdadeiro, isto é, para uma funcao
u € Wol’l(Q), apenas com a informacao de que Au € LY(Q), se N > 2, ndo se pode
afirmar que todas as derivadas fracas de segunda ordem sao distribuicoes representadas

por fungoes de L'(€2) (conforme [15]).

Vamos munir o espago BLy(£2) com a seguinte norma
ullo = |uli + [Vuly +/ |Au| para u € BLy(Q).
Q

O espaco BLg(2), como veremos, compartilha muitas propriedades em comum com
o espaco BV (Q2). Essas serao expostas nos préximos lemas, cujas demonstragoes serao
suprimidas por serem absolutamente andlogas as respectivas para o espago BV (). O

leitor interessado em tais demonstracoes pode encontra-las em [9, 30].

Lema 4.1.1 Seja (u,) C BLo(Q2) uma sequéncia limitada tal que u, — w in L"(X2), com
1 <r < N/(N—=2). Entiou € BLy(Q2) e

/]Au! gliminf/ |Auy,|. (1.2)

Pode-se ainda provar que o espago (BLo(Q2), || - [lo) € um espago de Banach.

Assim como o espago BV(2), na topologia da norma de BL(2) o conjunto das

fungoes C*°(2) N BLo(2) nao constituem um conjunto denso. Porém, aqui também ha
uma topologia segundo a qual essa densidade de fato se verifica. Para isso necessitamos

introduzir a seguinte nogao de convergencia.

Definicao 4.1.2 Dizemos que uma sequéncia (u,) C BLo(Q2) converge estritamente para

u € BLy(Q) se
o u, = u in Wy (Q) quando n — +oo0,

o /|Aun| — / |Au| quando n — +oo.
Q Q

A seguir enunciamos a densidade de C*°(Q) N BLy(2) em BLy(2) com respeito a

nocao de convergéncia introduzida acima.
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Proposicao 4.1.3 Para todo u € BLy(QQ) existe uma sequéncia (u,) C C=(Q)N BL(Q)

tal que

Uy = u in Wy (Q) quando n — +o0 (1.3)
/|Aun|d$ — / |Au|  quando n — +o0. (1.4)
Q Q

Como veremos a seguir, as imersoes de Sobolev também valem para esse espaco.

Proposicao 4.1.4 A imersao

BLo(Q) < LP(Q)

¢ continua para todo p € [1,1™], onde 1** := N/(N — 2). Mais precisamente, eriste uma

constante C := C(Q,p, N) > 0 tal que
llull, < Clullo para todo u € BLy(2).

Além disso, a imersao

BLy(Q2) — LP(Q)
¢ compacta para todo p € [1,1%").

No problema especifico que vamos tratar, seria interessante que u — fQ |Au| definisse
uma norma em BLy(£2) equivalente a || - ||o. Mostraremos que de fato isso acontece a
seguir.

Por (1.1.13) e os resultados em [11][Theorem 1.2 and Proposition 2.1] de Brézis e

Ponce, podemos definir em BLy({2) a seguinte norma
|lul| = / |Au| para todo u € BLy(2)
Q

a qual é equivalente a || - ||o. De fato, se u € BLy(Q), note que, como u € W, (Q), entao

Jo |Dul = [, |Vu|dz. Assim, por (1.1.13), segue que

lulo < (©+DIul+ [ |l
Q

Q
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4.1.1 O funcional energia

Nessa se¢ao vamos definir o funcional energia em BLy({2), cuja equagao de Euler-Lagrange
(pelo menos em sua versao nao-precisa ou formal) é dada por (0.1). Seja @ : BLy(2) — R
dado por

() — /Q A — /Q Flz,u)dr para todo u € BLo(%).

Vamos introduzir ainda os funcionais ® : BLy(2) = R e & : BLy(€2) — R definidos
por

Do(u) = / |Au| para todo u € BLy(2)
Q

Op(u) = / AF(z,u)dx para todo u € BLy(),
Q

de forma que

O(u) = Pg(u) — Pr(u) para todo u € BLy(12).

Embora nao seja C'(BLy(2),R), observe que o funcional @ é convexo e lipschitziano
e de fato admite derivadas direcionais em algumas direcoes. De fato, como mostrado
por Anzellotti em [7], dado u € BLy(2), para todo v € BLy(Q2) tal que (Av)® seja uma

medida absolutamente continua com respeito a (Au)®, temos que

AW Au Ao
&) (u)v = / S ot [ R R @l (15)

Uma vez que estamos tratando de um funcional que se escreve como a diferenca entre
um convexo e lipschitziano, ®; e um C'(BLy(2),R), @, usaremos novamente a teoria de
subdiferenciais de K. Chang [12] e F. Clarke [14] para definir o que entendemos por uma
solugao de (0.1). Diremos que u € BLy(Q2) é uma solucao de variagao limitada de (0.1)
se 0 € 0P(u), i.e., se Du(u) € 0Py(u) onde 0Py(u) denota o subdiferencial de Py em w.

Devido a convexidade de ®g, isso pode ser expresso através de

Dy(v) — Dg(u) > D% (u)(v —u) para todov € BLy(Q). (1.6)

4.1.2 A equacao de Euler-Lagrange

Nessa secao vamos estudar a versao precisa da equacao de Euler-Lagrange satisfeita por

pontos criticos de ®. Mais especificamente vamos provar que se u € BLy(2) for tal que
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0 € 0®(u), entdo existe um campo vetorial z € Wy (Q) N L®(Q), o qual faz o papel

d em (0.1) e estd bem definido mesmo onde Au = 0. Para isso, serd necessdrio

u

e —
|Aul

. *k ~ ’1
estender os funcional ® a L' () e entao usar algumas ferramentas de andlise convexa.
Consideremos as extensoes dos funcionais &y, ®r e ¢, dadas respectivamente por
- = = * %k
Dy, Pp,®: L' (Q) — R, onde

_ Do(u) seu € BLy(1),
+oo  seu € L' (Q)\BLy(Q),

By (u) = /R AF(x,u)da

e ® = By — Pp. E facil ver que ®5 é um funcional C' (L' (Q2)) e que ainda B, é convexo
e semicontinuo inferiormente em L' (RY). Assim o subdiferencial (como definido por
A. Szulkin em [34]) de ®¢, denotado por 9Py, estd bem definido. O préximo resultado é

crucial para obter a equacao de Euler-Lagrange satisfeita pelos pontos criticos de .

Lema 4.1.5 Se u € BLy(QQ) for tal que 0 € 0®(u), entio 0 € 0P (u).

Demonstragao: Suponha que u € BLy(f2) seja tal que 0 € 0®(u). Entdo u satisfaz
(1.6). Para v € LY (Q), note que:

e seu € BLy(2) N LY (Q), entao
(I)()(U) — (I)O(’LL) = CI)()(U) — q)()(u)
> p(u)(v—u)
= /Q)\f(u)(v—u)dx
= @r'(u)(v —u);
e seuc L' ()\BLy(9), como ®y(v) = +00 e Py(u) < +00, temos que

Og(v) — Po(u) = +o0

Q' (u)(v—u).

v

Assim, nos dois casos 0 € 0P (u).
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Se u € BLy(2) for uma solugao de variagao limitada de (?7), pelo tltimo resultado
temos que 0 € 9®(u). Como @y é convexo e Pp suave, temos que ®r'(u) € IPy(u).

Como mostrado em [30, Proposition 5.2|, existe z* € Wol’l(Q) NL>®(Q) tal que ||2*]|e < 1,
Az* =0 (u) em LN (Q) (1.7)

no sentido das distribuigoes e
Do(u) = / ulAz* dx. (1.8)
Q

Portanto segue de (1.7) e (1.8) que u satisfaz

25 e Wy (D) NL2(Q), |27l <1, Az* € LN (Q),

/qu*dx:/|Au|, (1.9)
Q Q

Az" = Af(z,u), quase sempre em .

Logo (1.9) é a versao precisa de (0.1).

~ . . U .

Observagao 4.1.6 Observe que a condi¢ao de fronteira m = 0 sobre 0N) estd
u

contemplada na definicao de z*, uma vez que z* € Wol’l(Q) implica que z* = 0 sobre

0S) no sentido do trago.

4.2 Demonstracao do Teorema 4.0.1

Para provar o Teorema 4.0.1, vamos provar primeiramente que o funcional ® é coercivo

em BLy(Q2). Por (fs), pela Desigualdade de Hélder e pela Proposigao 4.1.4, segue que

lul —cl)\/ |u|qu—)\/02(x) da
Q Q
[ul| = Clul{ = C

®(u)

v

v

> Jull = Cllul|? = €,

implicando que ® é coercivo e também limitado inferiormente.
Seja (u,) C BLy(f2) uma sequéncia minimizante para &, isto é, ®(u,) — 3, onde
g = inf ®. A coercividade de ® implica que (u,) é limitado em BLy(2). Entdo, pela

BLo()
Proposicao 4.1.4, temos que, a menos de subsequéncia, existe u € L'(Q) tal que u, — u
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em L'(Q). Pelo Lema 4.1.1, segue que u € BLy(f2) e ainda que (1.2) vale. Assim,

O(u) = /\Au\—)\/F(a:,u)d:I:

< hm1nf/|Aun|— lim /\/F(x,un)da:

n—+00 n—-+o0o

de onde segue que ®(u) = e entdo u é um minimizante global. Agora vamos mostrar
que u é uma solugao de variagao limitada de (0.1). Para todo v € BLy(Q2) e t > 0, note

que pela convexidade de @, temos que
< (1= t)Dg(u) + tPp(v) — Pp((1 — t)u + tv).

Entao

Po(v) = Po(u) = —(Pp(t(v—u)+u)— Pp(u))

~+ | =

> i O (u+ st(v —u))ds(v — u).

6).

—_

Fazendo t — 07 temos que u satisfaz (
Somente nos resta provar que u é uma solugao nao-trivial de (0.1). Esse é o tunico
ponto onde a condic¢do (f3) serd utilizada. Vamos considerar xo C Q e r,0 > 0 tais que

B, (z9) C Byys(xp) C Q. Definamos w : 2 — R por

0 se © € Q\B,ys(x0),
w(z) =< t se © € B,.(zy),
t
(;)(7“ +d— |z —x9|) sex € Bris(xo)\Br(xp).
Observe que w € Wy (Q) e, no sentido das distribuicdes
to (N —1) to /N1 to /N1
Aw = — 5 X Baseoee) + 5 H g~ 5 T os, o) € M)

Entao,

O(w) = /|Aw|—)\/F(x,w)da€
Q Q
< /|Aw[—)\/ F(z,to) dz,
Q Br(xo)

o que, levando-se em conta (f3), é negativo para A > A* onde \* é grande o suficiente.

Logo segue que = m(fQ) ® < 0 e que u é uma solugao nao-trivial de (0.1).
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Part 11

Aproximacao por problemas

envolvendo o operador p—laplaciano
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Chapter 5

Solucoes nodais para problemas

envolvendo o operador 1—laplaciano

Nesse capitulo, veremos alguns resultados do trabalho [20] e estudaremos o seguinte

problema

—div (| — | = f(z,u) em (,
(\DUI> (@) (0.1)
u = 0 sobre 012,

onde N > 2, Q C RN é um aberto, limitado e com fronteira Lipschitz. A nio-linearidade

f, por outro lado, satisfaz as seguintes hipdteses:

(f1) f€CR);
f(s)

(f2) existe a > 0 tal que limsup -——= < +o0;
slo0 |s|®

(f3) existem constantes ¢1,cy >0 e g € (1,1%) tais que
f(s)] <1 +eafs]”™, s ER,
onde 1* = N/(N —1);

(fa) existe k > 1 tal que
0 < kF(s) < f(s)s,

para todo s # 0;

(fs) f é crescente para s € R.
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O principal resultado desses capitulo é o seguinte teorema.

Teorema 5.0.1 Suponha que f satisfaca (f1) — (f5). Entao eziste ug € BV (), solugdo
nodal de variagdo limitada de (0.1). Isto é, existem ug € BV () e z € L=(Q,RY) tais

que us #0, ||2]]c <1 e

—divz = f(u) ¢q.s. em €,
(2, Dug) = |Dug| em M(Q),

[z,v] € sign(—ug) sobre OS).

5.1 Preliminares

Nessa secao, em varios argumentos, necessitaremos de uma espécie de Férmula de Green
para expressoes como w div(z), onde z € L>*(Q, RY), div(z) € LY(Q) e w € BV (Q). Para
isso, precisamos lidar com o produto entre z e Dw, o qual denotamos por (z, Dw). Isso
pode ser feito através da pairing theory, desenvolvida por Anzellotti em [6]
Denotemos
Xn(Q) = {z € L™(Q,RY); div(z) € LV(Q)} .

Para z € Xy (2) e w € BV(Q), definimos a distribuigao (z, Dw) € D’'(Q2) por

(2, Dw), @) == —/Qw<pdiv(z)da:—/wz~Vg0da:,

Q

para todo ¢ € D(R2). Pode ser provado que de fato a distribuigao (z, Dw) é gerada por

uma medida de Radon tal que

/ <z,Dw>' <fols | [Dul. (1.2

para todo boreliano B C ().

Para definir um analogo da Formula de Green, é necessario descrever o trago do campo

z. De fato, prova-se que existe um operador traco [-,v] : Xy () — L*°(09) tal que
| [z, V] |1 00) < |2]e (1.3)

e, se z € CH(Qs,RY),
[z,v] () = z(x) - v(z) sobre s,
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onde ()5 denota uma J-vizinhanca de 0€). Levando em conta essas defini¢oes, podemos

provar a seguinte versao da Férmula de Green, onde z € Xy (Q2) e w € BV (Q),

/Q w div(z)dz + /Q (2, Dw) — /8 [z (1.4)

5.2 Demonstracao do Teorema 5.0.1

Para p > 1, consideremos o problema

—div ([Vul’?Vu) = f(u) em €,

(2.5)
u = 0 sobre 012,
cuja forma fraca é dada pela seguinte identidade integral
/\Vu\pQVquda: = / fluyvdz, Yo e WP (Q). (2.6)
Q Q

Sabe-se que solugoes fracas de (2.5) sao pontos criticos do funcional energia I, :
WyP(Q) — R, dado por
1
I,(u) == —/ |Vu|pdx—/F(u)dx,
D Ja Q
o qual estd bem definido para todo 1 < p < N, uma vez que, por (f3),
/ F(u)dr < ciluly + cslull,
Q
onde ¢ < N/(N —1) < pN/(N — p).
Consideremos o funcional ®, : W, ?(Q) — R dado por

)+ 2T
Bp(u) = Lp(w) +— =0

e note que, para cada u tal que ®,(u) estd bem definido, (®,(u)),~1 ¢é ndo-decrescente.

De fato, se 1 < p; < py < N, entao pela Desigualdade de Young com os expoentes ps/p;

and py/(ps — p1), temos que
/ VulPrde < 12/ VuPde + 22—, (2.7)
Q P2 Ja b2
Assim, segue que

1 —1
D, (u) = —/\Vu|p1d$~|—p1 |Q|—/F(u)d$
P1 Ja b1 Q

1 — —1
< = (@/ |Vu|p2dx+p2—pl|§2|) + 2 |Q|—/F(u)dx
P1 \DP2 Ja P2 h Q

= O, (u). (2.8)
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Como &, e I, diferem apenas por uma constante, podemos estudar (2.5) desde um

ponto de vista variacional, por meio de ambos os funcionais I, ou ®,.

Por (f3), para p > 1 suficientemente préximo de 1, a fungao f satisfaz

lim sup m =
5—0 |3|p

Entao, para cada tal p, a variedade de Nehari associada a (2.5) estd bem definida e é dada
por
NF={ue WyP(Q);ut #0 e @ (u*)u™ = 0}.

Pode-se provar que existe u, € ./\fpjE (ver por exemplo [10]) tal que

®,(up) = min ®,(v) (2.9)

veNE
e u, ¢ uma solucao nodal de (2.5), a qual possui a menor energia entre todas aquelas que

mudam de sinal. Pode-se provar ainda que

D, (up) = max O, (tu) + su, ). (2.10)

t,s>0

Além disso, para cada u € Wol’p(Q) tal que u* # 0, existem t, s > 0 tais que
tut +su” € N

Lema 5.2.1 A familia (®,(uy)), € nao-decrescente para p € (1, N).

Demonstragao: Seja 1 < p; < py < N, u,, € Wy (Q) e u,, € W,7*(Q) satisfazendo
(2.9). Como py > py, entdo Wy*(Q) € Wy (Q), de forma que, como ur # 0, entdo
existem t,s > 0 tais que

+ - +
tu,, + su,, € N (2.11)

Entao, de (2.8), (2.9), (2.10) e (2.11), segue que

Dy, (up,) > D, (tu;g + SU;Q)
> O, (tu), + su,))
> D, (up,).

Lema 5.2.2 Parap € (1,N), a familia (uy)1<p<p € limitada em BV (Q).
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Demonstracao: Pelo Lema 5.2.1, segue que, para p € (1, N) fixado
Dy (up) < Pp(up) =: C, (2.12)
para todo p € (1,p). Assim, existe C' > 0 tal que
/Q|Vup|pdx <C, Vpe(lp). (2.13)
De fato, por (f4) e (2.12), note que

C = Pp(uy)

1
= Dy(up) - E(I);(up)up

_ (]19 - %) /Q IV, Pdz + /Q (% Fl)u, — F(up)) da
- () e

1 1 /
> - — = Vu,|Pdx. 2.14
> (3-1) [l (2.14)

Assim, pela desigualdade de Young e (2.14),

lpll = / Vaylds

Q
1 —1
—/ Y Pde + 2= L)0|
P Ja p
.

IN

IN

O

Do 1ltimo resultado e das imersoes compactas de Sobolev, temos que existe uy €
BV (Q) tal que

u, — ug, em L"(§2), para todo 1 <r < 1%, (2.15)

up, —> U, .. em 2, (2.16)

quando p — 17.

Além disso, o Lema 5.2.2 também implica que (ver [3|[Proposition 3]) existe z €
L>®(Q,RN), tal que |z|l < 1e
|Vu,|P2Vu, — z, (2.17)
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em L"(Q,RY), quando p — 17, para todo 1 < r < oo. Em particular
|Vu, [P *Vu, — divz em D'() (2.18)

quando p — 17, o que segue considerando V¢ como funcao teste em (2.17), onde
© € D(Q).

Note que, de (2.5), (2.15), (2.18) e aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue, temos que

—divz = f(up), em D'(Q). (2.19)

Lema 5.2.3 A funcao uy e o campo vetorial z satisfazem a sequinte igualdade no sentido
de medidas de Radon em €,
(2, Duo) = [Du|.

Demonstragao: Primeiramente, note que, como |z|, < 1, segue que, (z, Dug) < |Dug|.
De fato, para todo boreliano B C €2, por (1.2),

/B(Z,Duo) < /B(Z,DUO)
< feks [ 1Dw

B

Assim, é suficiente mostrarmos a desigualdade contrdria, isto é, que para todo ¢ € C3(),

v >0,

(2. Dun). ) = [ 4lDul. (220)
Q
Para isso, vamos considerar u,p € Wy () como funcio teste em (2.6). Entdo obtemos
/ ©|Vu,|Pdx + / | Vu, [P 2Vu,Vpdr = / I (up)uppde. (2.21)
Q Q Q

Agora, devemos calcular lim inf quando p — 17 em ambos os lados de (2.21). Antes disso,

porém, note que

/g0|Du0| §1iminf/ |Vu,|Pod. (2.22)
Q =1t Jo
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De fato, pela desigualdade de Young,

/gp]Du0| < liminf | ¢|Vu,|dz
Q Q

p—1t

1 -1
< liminf (—/¢]Vup]pdx+]9—/godx)
p=1t \P Jo r Ja

= liminf/go\Vup\pda:.
Q

p—1t

Além disso, por (2.18), segue que

lim up|Vup|p_2VupVgodx:/uongodx. (2.23)
Q

p—>1+ QO
Finalmente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e por (2.15), temos

que

lim /Qf(up)upgpdx:/gf(uo)uogodx. (2.24)

p—1t

Entao, de (2.19), (2.22), (2.23) e (2.24), segue que
((z, Dug), ) = —/gpuodivz—/uongodx
Q Q
= /f(uo)u()gpd:v—/uongodx
Q Q
= lim ( / f(up)uppd — / up|vup|1’—2vupwdx)
Q Q

p—1t
= lim inf/ o|Vu,|Pdz
p—>1+ 9]
> / @l Dugl,
Q
o que implica em (2.20) e finaliza a prova. O

Lema 5.2.4 A fun¢ao ugy satisfaz [z,v] € sign(—ug) sobre OS).

Demonstragao: Devemos provar que
|uo| + [z, v] up = 0 on 0. (2.25)

Mas como, por (1.3)

| [z, v]uo| < ||z]|c|uol < [uol,

segue que

|ug| + [z, V] up > 0  sobre ON. (2.26)
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Agora, para ¢ € C}(Q), consideremos (u, — @) € WyP(R2) como funcio teste em (2.6).

Entao temos que

/Q|Vup|pda::/Q|Vup|p_2VupV<,0dx+/Qf(up)(up—go)d:)s. (2.27)

Da desigualdade de Young, pela férmula de Green, (2.18), (2.19), Lema 6.3.4 e (2.27),

temos que, quando p — 17,

p[19ule = [ [Vt =10
_ /Q|Vup|p_2VupVgodx+/Qf(up)(up—gp)dx+(p—1)|Q|
_ /Qz-Vgad:c—i—/gf(u)(u—@dl"i‘O(l)
_ /Q odivz — /Q F(uo)pda + /Q Fluo)uoda + o(1)
_ /Qf(uo)uodx+o<1)
_ —/Quodivz—i—o(l)
_ /Q (2, Dug) — /6 o udi
_ /Q\Duoy—/m 12, 1] updHY . (2.28)

Assim, de (2.28) e pela semicontinuidade inferior da norma de BV () com respeito a

convergéncia de L'(Q), segue que
/ (o] + [z, ¥] uo) dHY1 < 0. (2.29)
09
Entao, levando em conta (2.26) e (2.29), obtemos que
|ug| + [z, V] up = 0 sobre 0€,

de onde segue o resultado. 0
Até agora, de (2.19) e pelos Lemas 5.2.3 e 5.2.4, encontramos ug € BV ({2), para o
qual existe z € Xy () tal que |z],, < 1e
—div(z) = f(up) em D'(9),
(z, Dug) = |Dug| em M(Q), (2.30)

[z,v] € sign(—ug) sobre OS2

93



Resta entao demonstrar que ug # 0. Para isso, devemos introduzir o funcional energia
¢ : BV () — R dado por
®(u) = ul ~ [ Flu)ds
Primeiramente, note que pela desigualdade de Young, ®(u) < ®,(u) para todo u €
Wy P(Q). Além disso,
lim ®,(u,) = ®(uy). (2.31)

p—1t

De fato, como ug satisfaz (2.30), note que, quando p — 17,

Juol| = / Duo| + / g [ dH N
Q o0
= /(Z,Duo)—/ ug [z, v] dHN !
Q oN

= —/uodivzdx
Q

= /Qf(uo)uodx
- %/Qf(up)updx—l—o(l)
1 p
= ]_J/Q|vup| dz + o(1). (2.32)

Além disso, por (f3), (2.15) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
quando p — 17,
/ Flug)dz = / F(u,)dz + o1). (2.33)
Q Q
Assim, (2.32) e (2.33) implicam em (2.31).
Note que, por (f2)" e (f3), para todo € > 0, existe uma constante positiva C. > 0 tal

que

|f(s)s| < e|s| + Cels|?, Vs eR.

Entao,
Ou) = (1—e)full = Cllull?.

Consideremos ¢ > 0 tal que 1 — ¢ > 1/2. Entao, se |lu|| < p, onde 0 < p <

1—e)—1/2\ 77
(%) , segue que

O(u) > @ (2.34)
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Entao, como o fato de u, pertencer ao conjunto de Nehari nodal ./\fpjE implica que u;f e N,

segue que s = 1 é o ponto de méximo da funcao s CI)p(su;)t). Assim, para todo p € (1,Dp),

-
D5 > @, (ﬁzﬂf”) (235)
> @ < pu;’t) (2.36)
|
> g, (2.37)
onde usamos (2.34) e ainda o fato de que u, € Wy (Q) < BV(£). Assim,
P < oy (uf) = /Q (]% Fu )y F(u;f)) iz (2.39)

para todo p € (1,p). Dessa forma, se u — 0 in BV({2), entdo (f;) e o Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue implicam que (2.38) ndo valeria. Assim, ui # 0.

Isso finaliza a demonstracao do Teorema 5.0.1.
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Chapter 6

Método de sub-supersolucao para
problemas envolvendo o operador

1-laplaciano

Nesse capitulo, abordamos os resultados do trabalho [21]. Mais especificamente,

estudamos resultados de existéncia de solucao para o seguinte problema

D
—div (ﬁ) + |Du| = a(z)u+ h(z,u) em Q,
u > 0em Q, (0.1)

u = 0 sobre 012,

onde N > 2 e Q C RY é um aberto, limitado e com fronteira Lipschitz.
Dizemos que uma funcao 0 < u € BV(Q) é uma solugao de (0.1), se D'u = 0 (onde D7u
é a jump part da derivada distribucional Du) e se existe um campo vetorial z € DM (2)

com |z|s < 1, tal que
—div z+ |Du| = a(z)u+ h(z,u) em D'(Q)

(z, Du) = |Du| como medida em € (0.2)
u = 0 sobre 0f.

Em [31], usando o método de sub-supersolucao, os autores lidaram com um problema
relacionado a (0.1), considerando o operador p—laplaciano, com 1 < p < 0o, sem 0 termo

gradiente.
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Ao longo desse capitulo, vamos supor que a funcao a satisfaca a seguinte condicao
(a1) a € L>®(Q),a>0ea#0.

Ainda, h é considerado uma funcao C'!, nao decrescente na varidvel ¢ € R, mensuravel em

x € (), que satisfaz
(h1) h(z,0) > a(x) q.s. em .
(he) Existe 1 <r < 1* tal que

h(z,t) < a(x)(t"* + 1), para todo t > 0 e para quase todo x € €.

Observagao 6.0.1 Observe que, uma vez que h(x,t) € ndo-decrescente na segunda

varidvel, (hy) implica que
h(z,t) > h(z,0) > a(z) > (1 —t)a(z),
para todo t > 0 e para quase todo x € ).

Nosso principal resultado é o seguinte teorema.

Teorema 6.0.2 Suponha que as condigoes (ay), (h1) e (hy) valham. Entao, se |a|o €
pequeno o suficiente, entao o problema (0.1) possui uma solugao positiva, ou seja, existem
u € BV(Q)NLX(Q), u> 0 e um campo vetorial z€ DM (), tal que Diu =0 e (0.2)

¢ satisfeita.

Para provar esse resultado, vamos aplicar o método de sub-supersolucao. Esse método
consiste em dar uma definicao precisa para o que vem a ser uma sub-supersolucao para
(0.1) e, entao, usando uma versao do Principio de Comparagao provado em [24], aplicar o
Método de Iteracao Monotonica, de forma a provar que entre uma sub e uma supersolucao,

existe uma solucao.
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6.1 Decomposicao de Du, a Regra da Cadeia em BV

e a Formula de Green generalizada

Dada u € BV(f)), sabemos que podemos usar o Teorema de Radon-Nikodym para

decompor Du como

Du = D%u + D?u,
onde D®u ¢é absolutamente continua com respeito & medida de Lebesgue £V, enquanto D*u
¢ singular com respeito a essa medida. Entretanto, nesse capitulo, precisamos estudar de
maneira mais profunda a medida D*u, lidando com as Jump part e Cantor part, denotadas
Diu e DCu, respectivamente. Para defini-las, vamos seguir [1]. Primeiramente, para um

dado u € BV (Q), dizemos que z € ) é um Lebesgue point para u, se existir @(z) tal que

lim — /Bp(x) lu(y) — a(x)|dy = 0. (1.3)

Denotamos por S, o conjunto dos pontos de €2, os quais nao sao Lebesgue points, ou seja,
z € Q\S, se e somente se existe (z) tal que (1.3) se verifica.
Para uma fungdo u € BV (), dizemos que x € Q é um approzimate jump point se

existirem reais u~(x) < u*(x) e um vetor v, € SV tal que
iy~ [ July) — )y =0,
B (2)

onde B} (v) = {y € B,(z); (y — x,v,) > 0} and B, (z) = {y € B,(v); (y — =,v) <0}. O
conjunto dos jump points de u é denotado por J,. Pelo Teorema de Federer-Vol'pert (ver
[1][Theorem 3.78]), para todo u € BV (), S, é enumeravel e HV ! —retificivel, ou seja,
existe uma quantidade enumeravel de hipersuperficies Lipschitz 'y tais que
HN (su\ U rk) =0.
keN

Além disso, HV (S, \J,) = 0. Denotamos
D'u= D*ulJ, e D= Dul(Q\S.,),

como Jump e Cantor parts de Du, respectivamente. A jump part Diu pode também ser

caracterizada como

Di(u) = (um —u ), HY .
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Para um dado u € BV(), em vérios resultados, é necessario se trabalhar com um
representante que surja como o limite de convolugoes de u com funcgoes regularizantes.
Esse é o chamado precise representative de u, denotado por u* e é definido como sendo
igual a a(x), para x € Q\S, e (u™(x) +u (x))/2, se x € J,. Assim, se (pc)e=0 é uma
familia de funcoes regularizantes, entao u x p. — u* pontualmente, quando ¢ — 0F.

Para a abordagem que vamos seguir, serd ainda muito importante usar uma versao da

Regra da Cadeia para fungoes em BV (2).

Teorema 6.1.1 (ver [1][Theorem 3.96) Seja u € BV (Q) N L>®(Q) e g € CY(R) uma
fungao lipschitziana. Entdo (gou) € BV () NL>®(N) e

D*(g o u) = g'(@) D",

D¢(gou) = ¢'(u) D,

enquanto

Di(gou) = (g(u®) = g(u)) vuH"" | .

Enquanto o representante preciso de u € BV({) é util para propédsitos de
regularizacao, existe um outro representante, o qual se comporta melhor com respeito
a Regra da Cadeia em BV (Q). Para g € C*(R) e u € BV (Q2) N L>(Q), pelo Teorema
6.1.1 segue que g(u) € BV (Q) N L>®(). Além disso, definindo g(w)* como

( )ti( | g(w(z)), . se x € Q\Sy,
g(w)*(z) = 1 /w”

w+(l‘) - ’LU_(ZE) w ()

g(r)dr, sexz € J,,
podemos unificar a notacao da Regra da Cadeia, escrevendo
D(g(w)) = g'(w)*Duw. (1.4)

Vamos enunciar a seguir uma Férmula de Green para expressoes como w div(z), onde

z € L>=(Q,RY), div(z) € M(Q) e w € BV(Q) N L>®(2). Vamos denotar
DMy = {z € L™(Q,R"); div(z) € M(Q)}.
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Paraz € DM, e w € BV (Q) N L®(1), definimos a distribui¢ao (z, Dw) : D(Q2) — R
como
((z, Dw), p) := — / w*pdiv(z) — / wz - Vdz,
Q Q

para toda ¢ € D(Q2). Com essa defini¢ao, pode-se provar que (z, Dw) é uma medida de

Radon, tal que
[ 0w < el D),
B
para todo boreliano B C ().

Para definir um analogo da Férmula de Green, é necessario também descrever o traco
do produto escalar de z pelo campo normal exterior em 0€). De fato, existe um operador
v : DM (2) — L*°(09Q) tal que

[7(2)|00) < |2

e, se z € C(Q,RY),

sobre 0. Denotaremos 7(z) simplesmente por [z,v]. Com essas definigdes, pode
ser provado que a seguinte Férmula de Green vale para todo z € DM (2) e w €

BV(Q) N L=(Q),

/ wdiv(z) + / (2, Dw) = / (2, vJwdHY . (15)
Q Q o0
Pode ainda ser provado a seguinte férmula do produto (no sentido das distribuigoes) por

z € DM (Q) e w e BV(2) N L>®(Q),

div(wz) = (z, Dw) + w*div(z). (1.6)

6.2 Resultados técnicos

Dizemos que (u,u) é um par de sub-supersolucao para (0.1) se, u,u € BV (Q) N L>(),
Diuy = D'u = 0, 0 < u < U e existem campos vetoriais z, Z € DM (), com

1Z| o, |Z]oo < 1, tais que

—div z+ |Du| < a(z)u+ h(z,u)em D'(Q),

(z, Du) = |Du|em M(Q),
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—div z+ |Du| > a(x)u + h(z, ) em D'(2),

(z, Du) = |Dulem M(Q).
O proéximo resultado é muito importante para que possamos utilizar o método de

sub-supersolugoes.

Lema 6.2.1 Seja Q C RY um aberto, limitado e com fronteira Lipschitz e seja b uma

fun¢ao nao-negativa em L1(S2), para ¢ > N. Entdo existe pelo menos uma solu¢ao para o

problema
D
—div (_u) + |Du| =0b(z) em Q,
| Dul (2.7)
u = 0sobre 0N).
Além disso, se
1 N1\l
bl < (10077 ) (2.8)
entao existe uma constante C'= C(N,€Q,q) tal que
1
|ulo < CPBIF*, (2.9)

onde py € tal que 1 < py < — o qual existe, uma vez que ¢ > N.

N
¢(N—=1)
Demonstracao: Como podemos ver em [24][Theorem 3.2|, existe uma solugdo nao-
negativa de (2.7), o qual pode ser encontrado como o limite, quando p — 17, das solugoes
do seguinte problema
—Apu+ |[VulP = b(x) em Q,

u =0 sobre 0€.

(2.10)

Seja u, € WyP(Q) uma solucio fraca nao-negativa, de (2.10), isto é, uma funcao tal que

/ |V, P>V, - Vw + / |V, [Pw = / bw, (2.11)
Q Q 9)
para todo w € W,*(Q) N L>®(Q). Para k > 0, definamos a funcao real

k, ses>k,
Ti(s) =4 s, sels| <k,

—k, ses< —k.
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Para estabelecer uma estimativa L>°, vamos usar o Lema de Stampacchia (ver [33]|[Lemme

4.1]) na funcao real k — |A}|, onde
A} = {z € Q; uy(x) > k}.

Para isso, vamos necessitar de algumas estimativas em | A%, as quais obtemos considerando
como funcao teste em (2.11), a funcdo Gi(u,), onde, para k > 0, Gi(s) == s — T}(s).

Primeiramente, note que

Vu,(z), se fup(a)] > k.

VOO 0 el <k

a qual implica que
/qup\p_2Vup-VGk(up) = / IVGr(up)P. (2.12)
0 Q
Usando Gj(u,) como fungao teste em (2.11) e levando em conta (2.12), temos que
LGP < [ 1VGuwr+ [ 1Va,rGiu,)
0 Q Q
= / bG(uy)
Q

< b, ( /A,,|Gk<up>|q’>q

k
N—-1

< |bllAz) 7T ( / |Gk<up>|~”—1) | (2.13)

onde usamos a Desigualdade de Holder varias vezes acima. Pelas imersoes continuas de

Wh(Q) em L%(Q) e, novamente, pela Desigualdade de Holder, temos que

/Q VGi(u)P < [bl,|A%7 " s / VG (uy)]

1
P

< (ol AR sl ( / rvakmpw) |

onde S é a melhor constante para a imersao de W1(Q2) em L%(Q)

Essa tultima desigualdade implica que

( / |VGk<up>|p) < [bl, A7 5105 (2.14)
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De (2.14) e (2.8) e, para po tal que 1 < py < —

N
m (o qual existe uma vez que ¢ > N),
q E—

segue que
VGiw)P ) < (pllAt)7 % s) T q)
o P q k
1N-1 N oSt L
< (Wlalag 7% 8) " jays. (2.15)
Usando novamente a Desigualdade de Holder,

196wl < ( / |vak<up>|p)’l’ 07" (2.16)

De (2.15) e (2.16), temos que

| 96 < (el 1) 1ag ) G-, (2.17)

Novamente pela imersiao continua Wh'(Q) — L%(Q), de (2.17) segue que
N
16?5 < o g R ). 2as)
Q

Consideremos [ > k > 0 e, note que, em A7, Gy(u,) > (I — k). Desse fato e de (2.18),

temos que

(=RFEA <G|

< (o) g ) G,

de onde segue que

N
Bo-D-D)
147 < C<N}Q>|b|; 147 o) (o), (219)
[ — k)F

para todo [ >k >0ep € (1,py). A desigualdade (2.19) e o fato de que

| N
ﬁ_po—1<Q’(N—1>_1)>1’

nos permite usar o Lema de Stampacchia (ver [33][Lemme 4.1]), o qual implica que, para

todo 1 < p < py,
|AP )| = 07

d(p
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onde

B8 L _
d(p) = 25-TCy (N, Q)[bl> " | A1

Assim, temos que

[uplloe < d(p)
< Go(N, Q, q)fbly AR
< Go(NQq)oly [
1
< C(N,Q,9)ble" ",
o que finaliza a demonstragao. U

Lema 6.2.2 Sejam c e d duas fungdo nao-negativas em L'(Q) com ¢ < d q.s. em .

Considere os problemas

( D
—div (i) + |Duy| =c(z) em Q,

up =0 sobre 012,

( DU2
—di D =d Q
v (|Du2]) + |Dus| (x) em Q,

uy =0 sobre 0f).

Se uy for uma solugdao do primeiro problema e us, do sequndo, entdo u; < us ¢.s. em €.

Demonstragao: Ver [24, Theorem 3.5]. O

Observacao 6.2.3 Uma consequéncia direta do ultimo resultado é que a solugao

mencionada no Lema 6.2.1 € unica.

Lema 6.2.4 Suponha que valham (ay), (h1) e (ha). Se a fungao a € tal que |a| € pequeno
o suficiente, entdo existem u,uw € BV (2) N L>(Q) tais que

i) 0 <uwu(x) <u(x) qs. em Q with u # 0.

i) u € uma subsolucao e u € uma supersolugdao de (0.1).
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Demonstracao: Seja u € BV () a tnica solu¢ao nao-negativa de

Du
—div ( ) + |Du| = a(z) em Q,
| Dul

u (2.20)
u = 0 sobre 0f).
Pelo Lema 6.2.1, se
2 n-1\ 1
al < (S107F)
entdo a satisfaz (2.8) e, pelo Lema 6.2.1, u € L>(Q).
Para provar 7), primeiramente, consideremos 1 > 0 fixo e tal que
2NNl
0<nQi <= <S|Q|q ) . (2.21)
Agora, consideremos @ € BV (2) N L>(£2), a tnica solu¢do do problema
Du
—div <—_> +|Du| =n-+a(x)em Q,
| Dl (2.22)

u = 0 sobre 0f).

Entao, do Lema 6.2.2, concluimos que 0 < u(z) < w(z) g.s. em  com u # 0, o que
prova a condigao (7).

Para provar (i), note que, usando a definigao de u e a Observagao 6.0.1, temos que,

div (|g I) +1Du| — a(@)u— h(z,u) < a(z) — a(@)u — hiz, u)
< (1-walz) — (1 —ua(z)

= 0,

o que implica que u é uma subsolugao de (0.1).

Como @ é uma solucao de (2.22), entao (hs) implica que

. Du ) = a(x)) —alx)u — h(x,u
_mVQDl)+MM| a(@)i— h(z,1) = (n+a(2)) — a(e)d — h(z,a)
> (n+a(x)) - a(z)d — a(z) — a(x)T !

> 1 = laloo ([Tl + [T5). (2.23)
Se a € L*>*(Q) for tal que
N—-1

1 -1
0 < lalo|Q < = (S|mq *T) , (2.24)
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entao, por (2.21), (2.24) e pela Desigualdade de Minkowski, temos que
1 _nN-1\~—1
n-+a()l, < (Sl )

Da tultima desigualdade e do Lema 6.2.1, temos que

—1

Al < C (SI0I7 )7 (2.25)
Por (2.23) e (2.25), segue que
div (2L 4 D7l - a(e)i— bz @) > n— o (C <5|Q|1'N1)"011
N = T e

1—7r

g (S\Qﬁ_%) o1

) . (2.20)

Consideremos a funcao real

g(t) =n—t <C <5|Q|‘11’_NN1>"011 +Cr! (S|Q|J/—fﬂv1>;oq) .

Note que g(0) =n > 0 e g é continua em ¢ = 0. Entao, por continuidade, existe v > 0 tal
que

g(t) >0, Vte|o,v). (2.27)

Se considerarmos a fungao a tal que (2.24) vale e ainda tal que |a| € [0,v), temos de

(2.26) e (2.27), que @ é uma supersolucao de (0.1).

6.3 Demonstracao do Teorema 6.0.2

Seja (u,w) um par de sub-supersolucoes dados pelo Lema 6.2.4. Para provar o Teorema
6.0.2, usamos o Método da Iteragdo Monotonica para mostrar que, entre (u, @), existe

uma solugao de (0.1). Para simplificar a notacao, para x € €2 and t € R, denotemos
f(e.t) = a(@)t + h(z, 1),

Definimos



e note que, como a > 0 e t — h(x,t) é nao-decrescente, segue que t f(x,t) ¢ nao-
decrescente.

Seja ug = u e considere o seguinte problema

. Duy ~
— D = m D'(Q)
div <|Du1\) + | Duy | f(z,ug) e (Q),

(3.28)

u; = 0 sobre 0.

Por [24][Theorem 3.2], existe u; uma solugao de (3.28), isto é, uma funcao u; €
BV ()N L>*(Q) tal que D/u; = 0, e um campo vetorial z; € DM () tal que |z;]o < 1

e
(

—div z; + |Duy| = f(a:,uo) em D'(Q),

(zl,Dul) = |DU1| em M(Q),

u; = 0 sobre 0f).

\

Como uy = u é uma subsolucao de (0.1), entao existe um campo vetorial zg € DM ()

tal que |zpleo < 1e

—div zg + |Dug| < f(x,ug) em D'(Q),

(20. Dus) = | Dug| em M(Q),

Entao, no sentido das distribuigoes,

—div Zo + |DUO‘ < f(x>U0)

= f(l’7u0)
= —div z; + |Duy|

e, assim, pelo Principio da Comparagao (ver [24][Theorem 3.5]), segue que

ug < u;  q.s. em €.
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Como @ é uma supersolucao de (0.1), segue que, no sentido das distribuigoes,

—div z; + [Duw| = f(z,ug)
< flz,m)
= [z, 1)
< —div z + | Dul.

Entao, novamente pelo Principio da Comparacao, segue que u; < u ¢.s. em §2. Assim,

ug <up <u q.8. em €.

Pelos argumentos precedentes, para um dado k& € N e uma funcao u;, € BV (Q), tal

que DIy, =0,
( Duk ~
—di —_ D = _ D'(Q
v (\Duk|)+| uk’| f($auk: l)em ( )7
(zx, Duy,) = |Duy| em M(Q), (3.29)
\ ur = 0sobre 0f2
e tal que
u<up_1<up<u q.s. em S,
existe uma funcao ux; € BV(Q) tal que Dupy = 0 e um campo vetorial z;,; €

DM () tal que |zg41]00 < 1,

(

—div zg41 + |Dugr| = f(z, ug) em D'(Q),

(Z+1, Dugy1) = |Dugrr| em M(€), (3.30)

ugr1 = 0sobre 02

Ve

0<u<u <us<..<wu<up <u q.s. em Q. (3.31)

Lema 6.3.1 A sequéncia (uy)gen € limitada em BV ().
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Demonstragao: Vamos usar u;,, € BV(Q) N L*(Q) como fungao teste em (3.30).

Aplicando a Férmula de Green (ver (1.4)), segue que, para todo k € N,
[1Dul < [+ ui)Dul
Q Q
- / (211, Ditgsn) + / 4l 1) Dt
Q Q
= - / U1 divzes + / Up1 | D1
Q Q
= / f (@, up)uprrde

< Mm/fxu

Da tltima desigualdade, vemos que (uj) é uma sequéncia limitada em BV (£2).
O

Pelo tltimo resultado e pelas imersées de BV (2), segue que existe u € BV (Q2) tal que
up —u em L(Q), quando k — o0, (3.32)

para todo ¢ € [1,1%).
De agora em diante, para mostrar que a funcao u é de fato uma solucao de (0.1),

seguiremos os argumentos constantes em [26].

Vamos estudar o comportamento da sequéncia de campo de vetores (zj)geny em
LY(Q,RY). Primeiramente, note que ¢ uma sequéncia limitada em L*(Q,RY). Entao,

existe z € L>(Q, RY) (que de fato satisfaz |z|., < 1), tal que
z;, ~z em L®(Q,RY).
Isso, por outro lado, implica que z, — z in L'(Q2,RY), isto é, para todo ¢ € L>®°(Q, RY),
/sz ~pdr — /Qz -pdx, quando k — +o0. (3.33)
Note que, para todo ¢ € C®(Q), como Vi € L>®(Q, RY), por (3.33), temos que
/sz-v¢dx—>/ﬂz~v¢dx, as k — +o0,

de onde segue que

divzgy — divz, em D'(Q). (3.34)
Lema 6.3.2 O campo vetorial z pertence a DM ().

69



Demonstracao: De (3.30), (3.32), (3.34) e da semicontinuidade inferior da norma de

BV() com respeito a convergéncia de L'(Q), segue que
—divz + |Du| < f(z,u) em D'(Q). (3.35)

Assim, z € DM (). O

O préximo resultado é crucial para provar que u é de fato uma solucao do problema

que estamos estudando.

Lema 6.3.3 A funcdo u satisfaz

—divz+ |Du| = f(z,u) em D'(Q). (3.36)

Demonstragao: Primeiramente, vamos descobrir que problema a funcao e~"#+! satisfaz.

Note que, pela Regra da Cadeia para BV (Q) (ver (6.1.1)), como t — e~* é diferencidvel,
D(e ") = (e7"*1)" Dugy1.

Entao, e "+t € BV (). Ainda, do fato de que u; é uma fun¢do nao-negativa, vemos que
e "+ € [°(Q). Entao podemos aplicar a férmula do produto (1.6), de forma que
—div (e "tz 1) = div((1 —e ")z ) — divzg
= (zk+1, D(1— 6_“’““)) + (1 — e ") divagy — divag,
= }D(l — e*“k“)‘ — (e 1)*div zp4q
= (7" ) [ Dugeya| + (e7™+1)" (f(x, uk) — \Duk+1|)
= (e f(w,up), (3.37)

em D'(Q) (na igualdade acima, usamos o fato de que (zpyq, D(1 —e "+1)) =

|D(1 — e~ "+1)|, o que pode ser provado como em [26][Remark 3.4]).

Agora, calculando o limite quando k — 400 em ambos os lados de (3.37), temos que,

no sentido das distribuicoes
—div (e""“+'zy ) — —div (e “2z), (3.38)
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como ux — w in LY(Q) e zp11 — z in LY(Q,RY). Além disso,

(€74 fw,u) = (e7*) f(,u), (3.39)

uma vez que u; — u em L'(Q).

Assim, por (3.37), (3.38) e (3.39), temos que
—div (e7"z) = (e™) f(x,u) em D'(Q). (3.40)

Levando em conta (3.35), (3.40) e pela Regra da Cadeia (1.4), temos que, em D'(£2),

—div(e™z) = —(e*)divz — (2, D(e™*)")
< (e f(zu) = ()| Du| = (2, D(e™))
< (e7)f(z,u) = (e7)!|Du| + |D(e™)]
= (e7)f(w,u)
= —div (e “2)

Entao todas essas desigualdades sao, em verdade, igualdades. Em particular,
(e diva — (2 D)) = () f (e, u) - ()|Dul - (2 D))
e entao
(e7")? (=divz + |Du|) = (e™*)f(z,u) in D'(Q).

Isso, por outro lado, implica que

—divz + |Du| = f(z,u) = f(z,u) em D'(Q)

e isso finaliza a demonstracao. 0J

Vamos agora demontrar outra condi¢ao que u satisfaz.

Lema 6.3.4 A func¢ao u e o campo vetorial z satisfazem a sequinte igualdade, no sentido
das medidas em §2,

(2, Du) = |Dul.
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Demonstracao: Seja ¢ € D(Q2), ¢ > 0. Primeiramente, note que

/gpuﬁ]Du| < liminf/goukH\DukH\. (3.41)

De fato, note que g(s) = s? é uma funcao de classe C', de forma que, pela Regra da

Cadeia (6.1.1), temos que, para todo w € BV (Q), g(w) € BV(Q) e
D(g(w)) = ¢'(w)*Dw,

isto é.,

D(w?) = 2w*Duw. (3.42)

Entao, como Diug,; = 0 e u, up1; > 0 para todo k € N, segue que |D(u?)| = 2u*|Dul e
|D(ui, )| = 2upi1|Dugia|. Além disso, como uyq — u in L'(Q), entdo uj_; — u? em

LY(©). De fato,

/Q \uQ — uiﬂldx = /Q |u — g1 ||u + upgr |de < 2|1 /Q |u — ugi1]|de = o (1),

quando k — +00. Entdo, da semicontinuidade inferior da norma de BV (£2) com respeito

a convergéncia em L'(Q), temos (3.41).

Em (3.30), consideremos ¢uy1 como funcdo teste. Entao

—/uk+1g0divzk+1—|—/uk+1g0|Duk+1| :/f(x,uk)uk+1cpdx.
Q Q Q

Por (1.6),
<(Zk+1,Duk+1)uS@>+/Quk+1<ﬂ|DUk+1| = /Q<PdiV (Uk+1Zk41)
+/Qf(:x,uk)uk+1g0d:v.
Como (zgi1, Dugy1) = |Dugsq|, calculando o limite, quando k& — 400, usando a

semicontinuidade inferior da norma de BV() com respeito a convergeéncia de L'({2)

e por (3.41), segue que

/Q<p|Du| < /Qf(x,u)wdﬁ/ggodiv (uz)—/ng0|Du|
= /Qgp(div (uz) — udiv (z))—f-/ﬂug@|Du|—/ﬂuﬁ<p|Du|
= ((z,Du), ),

72



onde foi usado que u* é igual ao representante preciso de u (lembre-se que g(w)* coincide

com o representante preciso se g é uma funcao afim). Entao
Du| < (z,Du), em M(Q),

o que implica que de fato (z, Du) = |Dul, j& que a desigualdade contréria segue de

[26][Proposition 2.1] e do fato de que |z|, < 1.

Lema 6.3.5 A funcdo u satisfaz
Dy = 0.

Demonstracao: Como D’u é absolutamente continuo com respeito a medida HY1,
por [16][Section 5.9], existe uma quantidade enumerdvel de hipersuperficies de classe C*,
{T' }ken, tais que

HY (TN U2 Te) = 0.

Entao, é suficiente mostrarmos que
|D’u|(Ty,) =0, Vke€N. (3.43)

Para isso, é suficiente provar que, para todo xg € I'y, existe um aberto U, tal que zo € U
e
|D?u|(UNTy) = 0. (3.44)
De fato, supondo (3.44), segue que, para todo compacto K C Ty, |D'u|(K) = 0, o que
implica em (3.43).
Para mostrar (3.44), vamos escolher um vetor normal v, tal que v(z) = v,(x), q.s. em
I'.NJ,, com respeito & medida HY~!. Entédo, considere U um aberto com fronteira suave,

tal que xg € U e UNT C Q. Seja ng € N tal que x + tv(z) € 092, para todo z € U N T,

et e (—1/ng,1/ng). Agora, para cada n > ny, seja

1
Un:{x+t1/(x);:vEUﬂFk, || <ﬁ}’
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e note que

() Un=UnNT.

n>ng

Além disso, para uso futuro, vamos dividir OU,, em trés partes
oU, =EYUE, UE?,
onde

" n

1
E* C {xi—y(x);erﬂFk}.

Como a igualdade em (3.36) pode ser vista no sentido das medidas, segue que, depois

de multiplicar ambos os lados por u*,

—/ u*div(z)+/ u|[Dul = [ f(z,u)udz.
n n Un

Pela Férmula de Green (1.4) e pelo Lema 6.3.4, segue que
/ | Du| — / ulz, n)dH" ! —i—/ u*|Du| = f(z, w)udz,
n 8U7L n Un
o que implica que
/ (14 u")|Du| — / ulz, n)dHY ! = f(z,u)udz, (3.45)
onde 7 denota o vetor normal exterior a OU,,. Para calcular o limite, quando n — +o0,

vamos analisar

lim ulz, n]dH™ !,
n—+4o00 U,

uma vez que, trivialmente, vemos que

lim (1—|—u*)|Du|:/ (14 u")| Dy (3.46)

n—+oo Jy, UNry,
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lim / f(z, u)udx :/ f(z,u)udzr = 0. (3.47)
n=te Ju, Unry,
Note que
lim ulz, n)dHN :/ u* [z, n)dHN
noteo Jpk Ul
enquanto

lim ulz, n)dHN ' =0,

n—-+o0o E?L

uma vez que

() ES=0UNTy) e HYHOUNTy)) = 0.

n>ng
Assim, segue que
lim ulz, n)dHY ! = / (ut —u™) [z, n)dHN L. (3.48)
=t Jau, UnTy

Considerando (3.45), (3.46), (3.47) e (3.48), segue que

/ (14+u")|Du| = / (ut —u™) [z, n)dHN L. (3.49)
Unry

UNT'y

No lado esquerdo de (3.49), podemos substituir |Du| por |D’u| uma vez que, por

[1][Proposition 3.92], D*u e D se anulam em I'y. Entéao, (3.49) implica que

/ (1+u*)|Dju| = / (1 + u")|Dul

Unl'y Unly

| =
UNTly

/ lut —u”|dHY !
Unly

- / D,
UNlg

o que implica que fUka u*|Du| < 0. Como o integrando é nao-negativo, segue que

IN

IN

u*| D7l (UNTy) = 0. (3.50)

Por outro lado, levando em conta que u* = %(u+ +u”) em J,, segue que

1

w|Diu| = 5(u+ +u ) (ut —u ) HY T (UNTe N )
_ %(<u+)2 ()R (U AT N ). (3.51)

Finalmente, por (3.50) e (3.51) segue que u™ = u~ q.s. em U NT, N J,, com respeito a
medida HN 1. Assim, pela definicio de D7u, temos (3.44). O

75



Lema 6.3.6 A funcdo u se anula ¢.s. em 0N, com respeito ¢ medida HN .

Demonstragao: Primeiramente, vamos usar ui 1 como funcao teste em (3.30), do que

segue que

— /Q uﬂkﬂdiv Zp 1 + /Quﬂk:+1’Duk+1| = /Q]E(ZL', uk)ukH + Ok(1>.

Pela Férmula de Green (1.4) e levando em conta que w1 = 0 ¢.s. em 92 com respeito

a medida HV ! e (zp41, ups1) = |Dugi1], temos que

/ Duga| + / i, | D | = / Flrsu s + ox(L).
Q Q Q

Como os funcionais Ji, J> : BV () — R, dados por Ji(w) = [, |[Dw| + [, [w|dH"

2 ~ . , . . . N
e Jo(w) = [quw'|Dw| + [, % dHN" sdo semicontinuos inferiormente com respeito &

convergencia de L'(Q) e up11 — u em L'(Q), pela Férmula de Green (1.4) e (3.36), segue

que

2 ~
/|Du|—|—/ |u|d’HN_1—|—/uﬁ\Du]~l—/ Lt < /f(:z:,u)uda:
0 o9 Q o0 2 Q
= —/uﬁdivz—l—/uﬁ]Dm
Q Q
= /|Du|—/ (z, v|ufdHN
Q o0
+/uﬁ]Du\.
0

Entao, temos que
U2
/ (Ju| + [z, y]uﬁ) dHN ! +/ —dHN ! <.

o0 o0 2
A segunda integral acima é claramente positiva, enquanto a primeira é também positiva,
uma vez que

(2, V]loe < |2 < 1.

Assim, © = 0 q.s. em 02, com respeito a medida HV 1. O

Pelos Lemas 6.3.3, 6.3.4, 6.3.5 e 6.3.6, segue que u de fato é uma solucao de (0.1).

Assim, o Teorema 6.0.2 estd demonstrado.
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